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Дисертационният труд е написан на 542 страници, съдържа 25 фигури и 4 таблици. 

Цитирани са 350 източника. 

 

Представеният дисертационен труд е обсъден и приет за защита на заседание на научен 

съвет на научното звено на катедра „Математика”, състояло се на 01.06. 2018 г. 
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Материалите са на разположение на интересуващите се на интернет страницата на 
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Означенията и номерацията в автореферата и дисертационния труд съвпадат. 

Класове диференциални уравнения с променливи структура и импулсни моменти 

В настоящата дисертация се изучават и използват като математически апарат няколко 
класа диференциални уравнения. Най-съществена особеност на тези диференциални уравнения е 
наличието на импулсни въздействия и смяната на структурата (дясната страна на уравнението). 

С помощта на диференциалните уравнения с импулсни въздействия се описват и 
изследват „скокообразни” динамични процеси. Този тип процеси са подложени на многократни 
дискретни външни въздействия. Въздействията се осъществяват последователно за сравнително 
„кратки“ времеви интервали, които са пренебрежими в сравнение с общата продължителност на 
изучавания динамичен процес. Това е основание да се приеме, че въздействията се извършват 
мигновено под формата на импулси. 

Диференциалните уравнения с импулси са въведени от В. Мильман и А. Мышкис в първата 
половина на шестдесетте години на миналия век (виж [Мильман 1] и [Мильман 2]). В тези работи 
са дадени някои общи съображения за необходимостта от изучаване на уравненията с импулсно 
въздействие. Получени са първите резултати за устойчивост на техните решения. 

Ще отбележим, че по начина на определяне и математическото описание на импулсните 
въздействия този тип уравнения се делят на два основни класа: 
- Клас А: Импулсните въздействия се дефинират с помощта на обобщени функции (от типа на 

функцията на P. Dirac, виж [Халанай 1] и [Pandit 1]); 
- Клас Б: Импулсните въздействия се определят с помощта на нарастването на търсената 

функция в моментите на въздействие (виж [Самойленко 2] и [Lakshmikantham 1]). 
В настоящия труд се изследват уравнения с импулси от втория тип (клас Б). По начина на 

определяне на моментите на импулсни въздействия този тип диференциални уравнения (от клас 
Б) се разделят на различни подкласове, от които тук ще посочим следните: 
- Б1. С фиксирани моменти на импулсно въздействие (виж изследванията: [Agarwal 1], [Agarwal 

3], [Ahmad 1], [Ahmad 4], [Ahmad 5], [Ahmad 8], [Akhmet 1], [Akhmet 3], [Ali 1], [Alves 1], [Bainov 1], 
[Bainov 2], [Bainov 3], [Bainov 9], [Bainov 21], [Bainov 22], [Bainov 24], [Bainov 25], [Bainov 28], 
[Bainov 31], [Bainov 33], [Bainov 34], [Bainov 36] - [Bainov 40], [Benchohra 1], [Benchohra 2], 
[Berezansky 1], [Chellaboina 1], [Cheng 1], [Dimov 1], [Dimov 2], [Fenner 1], [Gladilina 1], [Gonzalez 
1], [He 1], [Henderson 1], [Hristova 1] - [Hristova 1], [Ignatyev 1], [Karandjulov 1], [Kosseva 1], [Kulev 
1] - [Kulev 3], [Lakshmikantham 3], [Lakshmikantham 4], [Lan 1], [Luo 1], [Mohamad 1], [Naulin 1], 
[Nenov 2], [Nieto 2] - [Nieto 4], [Plotnikov 1], [Simeonov 2], [Simeonov 3], [Skripnik 1], [Stamov 3], 
[Stamov 3], [Stamova 3] - [Stamova 5], [Stamova 7], [Stamova 8], [Tripathy 1], [Vasundhara 1], 
[Wang 1], [Witayakiattilerd 1], [Xian 1], [Yan 1], [Yang 1] - [Yang 4], [Zabrejko 1], [Zang 1], 
[Zavalishchin 1], [Zhao 1], [Борисенко 1] - [Борисенко 3], [Гургула 1], [Каранджулов 1], 
[Каранджулов 2], [Плотников 1] - [Плотников 3], [Самойленко 1] - [Самойленко 3]); 

- Б2. С импулсни моменти, съвпадащи с моментите, в които интегралната крива на 
диференциалното уравнение среща предварително зададени множества, които са 
разположени в разширеното фазово пространство. Най-често тези множества са не пресичащи 
се хиперповърхнини (виж работите: [Самойленко 2], [Bainov 4] - [Bainov 8], [Bainov 19], [Bainov 
20], [Dishliev 1], [Dishliev 6], [Dishliev 9], [Dishliev 10], [Stamova 1]); 

- Б3. С импулсни моменти, които съвпадат с моментите, в които траекторията на 
диференциалното уравнение среща предварително зададени множества, разположени във 
фазово пространство. (На този тип уравнения са посветени изследванията: [Bainov 34], 
[Benchohra 3]- [Benchohra 5], [Chen 3], [Chukleva 1] - [Chukleva 5], [Dishliev 15], [Dishliev 17], 
[Dishliev 18], [Dishlieva 1], [Dishlieva 2], [Dishlieva 10], [Dishlieva 12], [Dishlieva 15], [Dishlieva 17], 
[Nenov 2], [Frigon 1] - [Frigon 3], [Fu 1], [Peng 1]); 

- Б4. С импулсни моменти, съвпадащи с моментите, в които решението минимизира 
предварително зададен функционал (виж: [Angelova 1] - [Angelova 4], [Bainov 13], [Bainov 14], 
[Dishlieva 5], [Dou 1], [Lin 1], [Longo 1], [Nenov 1], [Shuai 1], [Tang 1], [Witayakiattilerd 1], [Zhang 3], 
[Zhao 2], [Zhao 3]); 

- Б5. С импулсни моменти, които са произволни (качествата на решенията на такъв клас 
уравнения се изучават в: [Dishlieva 3], [Dishlieva 5], [Dishlieva 16]); 

- Б6. С импулсни моменти, които имат случаен характер и удовлетворяват определен закон на 
разпределение (виж; [Самойленко 2], [Мильман 2], [Wu 1]) и др. 

Диференциалните уравнения, които се изследват в настоящия дисертационен труд, са от 
класовете Б1 - Б5. Ще се спрем по-подробно на дефинирането на тези класове: 

Клас Б1: Здадени са: 
Б1.1. Краен брой или изброимо много обикновени диференциални уравнения, т.е. имаме 
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 i

dx
f x

dt
     или     , , 1,2,...i

dx
f t x i

dt
  , 

където съответно (в автономния случай) функциите 1 2, ,... , nf f C G R     или (в неавтономния 

случай) 1 2, ,... , nf f C R G R    , тук G  е непразна област от 
nR ; 

 Б1.2. Крайно или изброимо множество от фиксирани импулсни (или казано по-общо - 

превключващи) моменти 1 2 1 2, ,..., ...t t t t  . Импулсните въздействия се осъществяват в 

импулсните моменти. В тези моменти е възможно да се сменя и структурата на уравненията 
(поради което ги наричаме превключващи моменти). 

Б1.3. Импулсни функции 1 2, ,...I I , с помощта на които се определят импулсните 

въздействия. Тези въздействия се изразяват в рязка промяна (прекъсване) на решението на 
импулсните уравнения, т.е. 

        0
ii i i ix t x t x t I x t      

или 

    , , 1,2,...
ii i ix t I t x t i   . 

Импулсните функции 1 2, ,...I I  са непрекъснати съответно в G  - фазовото или в R G   - 

разширеното фазово пространство. 
Клас Б2: Описва се с помощта на: 
Б2.1. Множество (крайно или безкрайно) от (автономни или неавтономни) обикновени 

диференциални уравнения, които описват непрекъснатите части на решението. Множеството (в 
случая на неавтономни уравнения, както в предходния случай) има вида: 

 , , 1,2,...i

dx
f t x i

dt
  , 

където функциите 1 2, ,... , nf f C R G R    , G  е непразна област от 
nR ; 

Б2.2. Изброимо множество от хиперповърхнини: 

    , ; ,i it x R G t x     1,2,...,i   

чрез които се определят импулсните (превключващите) моменти 1 2, ,...t t . Функциите 

1 2, ,... ,C G R      . В импулсните моменти се извършват импулсните въздействия върху 

решението. Възможно е да се осъществява и смяната на структурата на системата от 
диференциални уравнения. Тези моменти са последователни решения на системи от алгебрични 
уравнения. Имаме: 

     ,
i ii j i i i jt x t t x t    , 1,2,...i  . 

Както се вижда в общия случай имаме ii j , т.е. в момента it  интегралната крива не е 

задължително да среща точно хиперповърхнината , 1,2,...i i  ; 

Б2.3. Импулсни функции 1 2, ,...I I , които дефинират импулсните въздействия. Тези 

въздействия се описват както следва: 

      , 0 , 1,2,...
ij i i i iI t x t x t x t i    . 

Импулсните функции 1 2, ,...I I  са непрекъснати в разширеното фазово (или в частност само във 

фазовото) пространство на разглежданите уравнения с променливи структура и импулсни 

моменти, т.е. 1 2, ,... , nI I C R G R      1 2, ,... , nI I C G R    . 

Клас Б3: Този клас се състои от следните елементи: 
Б3.1. Съвкупност от няколко (възможно е и изброимо много) системи обикновени 

диференциални уравнения, които описват непрекъснатите части на решението. Съвкупността от 
споменатите системи (както по-горе) най-общо има вида: 

 , , 1,2,...i

dx
f t x i

dt
  , 
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където функциите 
1 2, ,... , nf f C R G R    , т.е. дясната страна на всяка една от горните системи 

е непрекъсната функция в дефиниционното си множество и фазовото пространство G  е непразна 

област от 
nR ; 

Б3.2. Условия за последователно определяне на превключващите моменти 1 2, ,...t t , в 

които се извършват както импулсните въздействия върху решението, така и смяната на 
структурата на системата от диференциални уравнения. Тези моменти са последователни 
решения на системи от алгебрични уравнения от вида: 

   0i x t  , 1,2,...i  , 

където функциите 1 2, ,...   се наричат превключващи функции. Тези функции са съответни за 

всяка една дясна страна и са дефинирани и непрекъснати във фазовото пространство G  на 

изучаваните системи от диференциални уравнения, т.е.  1 2, ,... ,C G R   ; 

Б3.3. Импулсни функции 1 2, ,...I I , които определят големината (и посоката) на импулсните 

въздействия. Тези въздействия математически се описват с помощта на равенствата, както 
следва: 

      , 0 , 1,2,...i i i i iI t x t x t x t i    . 

Импулсните функции 1 2, ,...I I  са непрекъснати във фазовото пространство на разглежданите 

системи с променливи структура и импулсни моменти, т.е. 1 2, ,... , nI I C G R    . 

Клас Б4: Този клас се състои от следните елементи: 
Б4.1. Система диференциални уравнения, която описва непрекъснатите части на 

решението 

 , ,
dx

f t x
dt

  

където функцията , nf C R G R    ; 

Б4.2. Множество   от всички допустими импулсни моменти 1 2, ,...t t  и множество   от 

всички допустими импулсни въздействия 1 2, ,...I I ; 

Б4.3. Функционал F , за който имаме 

    1 2 1 2, ,... , , ,...F F t t I I     и    :F R . 

Импулсните моменти 1 2, ,...t t  и импулсните въздействия 1 2, ,...I I  се определят така, че 

функционалът F  достига глобален минимум в тях. С други думи, импулсните моменти и 
импулсните въздействия изпълняват релациите: 

   1 1 2 2 1 1 2 2, ,... , , ,...opt opt opt optt t t t I I I I      

-    1 2 1 2, ,... , , ,...opt opt opt optt t I I  ; 

-               1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ,... , , ,... min , ,... , , ,... ; , ,... , , ,...opt opt opt optF t t I I F t t I I t t I I   . 

Клас Б5: Този клас се състои от следните елементи: 
Б5.1. Съвкупност от няколко или изброимо много системи диференциални уравнения, 

които описват непрекъснатите части на решението: 

 , , 1,2,...i

dx
f t x i

dt
  ; 

Б5.2. Произволни импулсни (превключващи) моменти 1 2, ,...t t , които са последователни, 

т.е. удовлетворяват неравенствата 1 2 3 ...t t t   ; 

Б5.3. Импулсни функции  1 2 1 2, ,... , , ,... ,n nI I C G R I I C R G R         . 

 Изследванията на системите диференциални уравнения с импулси условно можем да 
разпределим в три обобщени направления: 
1. Изследвания на сравнително общи качества на решенията, които са характерни както за 

решенията на уравненията без импулси, така и за решенията на уравненията с импулсни 
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въздействия (виж публикациите: [Agarwal 1] - [Agarwal 5], [Ahmad 1], [Ahmad 2], [Akhmet 1], 
[Akhmet 3], [Ali 1], [Anokhin 1], [Bainov 1] - [Bainov 13], [Bainov 17], [Bainov 18], [Bainov 23] - 
[Bainov 29], [Bainov 31], [Bainov 32], [Benchohra 1], [Benchohra 2], [Berezansky 1], [Chellaboina 1], 
[Chen 1], [Chen 2], [Cheng 1], [Dhage 1], [Dimov 1], [Dimov 2], [Dishliev 4], [Dishliev 5], [Dishlieva 1], 
[Dishlieva 3], [Dishlieva 15], [Dishlieva 15], [Dou 1], [Erbe 1], [Fenner 1], [Frigon 1] - [Frigon 3], [Fu 1], 
[Georgieva 1], [Georgieva 2], [Gladilina 1], [Gonzalez 1], [Gopalsamy 2], [He 1], [Henderson 1], 
[Hristova 2], [Hristova 4], [Hristova 5], [Ignatyev 1], [Kosseva 1], [Kulev 1] - [Kulev 3], 
[Lakshmikantham 2], [Lakshmikantham 3], [Lan 1], [Li 1], [Li 2], [Luo 1], [Milev 1] - [Milev 3], 
[Mohamad 1], [Mu 1], [Naulin 1], [Nieto 1] - [Nieto 4], [Peng 1], [Petkova 2], [Plotnikov 1], 
[Rogovchenko 1], [Shen 1], [Simeonov 1] - [Simeonov 3], [Skripnik 1], [Stamov 1] - [Stamov 4], 
[Stamova 1] - [Stamova 4], [Tripathy 1], [Vasundhara 1], [Wang 1], [Wu 1], [Xian 1], [Yang 1], [Yang 
1], [Zabrejko 1], [Борисенко 1] - [Борисенко 3], [Гургула 1], [Завалищин 1], [Завалищин 2], 
[Каранджулов 1], [Каранджулов 2], [Перестюк 1], [Плотников 1] - [Плотников 3], [Самойленко 1] - 
[Самойленко 3]); 

2. Изследвания на специфични качества, които са типични само за решенията на уравненията с 
импулсни въздействия. Тук ще разпределим резултатите в две групи: 

2.1. Виж публикациите, които се отнасят за диференциални уравнения с импулсни въздействия 
във фиксирани моменти: [Angelova 1], [Angelova 2], [Bainov 22], [Bainov 27], [Bainov 33], 
[Chen 1], [Chen 2], [Dishliev 16], [Dishliev 18], [Hristova 5], [Jiao 2], [Lan 1], [Li 1], [Li 2], [Naulin 
1], [Perestyuk 1], [Simeonov 2], [Skripnik 1] и [Yang 4]; 

2.2. Отделно ще цитираме резултатите за диференциални уравнения с импулсни въздействия 
в променливи импулсни моменти (виж публикациите: [Самойленко 4], [Bainov 19], [Bainov 
20], [Dishliev 1], [Dishliev 2], [Dishliev 9], [Dishliev 15], [Frigon 1], [Frigon 3], [Fu 1], [Chen 3]); 

3. Моделиране и оптимизиране на процеси от науката и практиката с помощта на 
диференциални уравнения с импулси. Тук ще посочим изследванията, в които изучаваните 
процеси могат да се опишат адекватно само чрез такъв тип уравнения (виж публикациите: 
[Ahmad 8], [Akhmet 4], [Akhmetov 1], [Angelova 1] - [Angelova 4], [Antonov 1], [Aubin 1], [Baek 1], 
[Bailey 1], [Bainov 13], [Bainov 14], [Ballinger 1], [Brauer 1], [Chen 4], [Chukleva 1], [Cordova-Lepe 
1], [D’onofrio 1], [Dai 1], [Dishliev 17], [Dishlieva 8], [Dou 1], [Erbe 1], [Feng 1], [Gao 1], [Gao 2], 
[Stamova 2], [Sun 1], [Tang 1], [Tuljapurkar 1], [Wang 2] - [Wang 5], [Xia 1], [Yang 2], [Yang 3], [Zeng 
1], [Zhang 2], [Zhang 3], [Zhao 2], [Баутин 1], [Завалищин 1], [Завалищин 2], [Калитин 1] - 
[Калитин 3], [Кобринский 1], [Перестюк 1], [Цыпкин 1] и [Черноусько 1]). 

Диференциалните уравнения с променлива структура (без импулсни въздействия) или 
както още се наричат с прекъсната дясна част са полезен математически апарат в теорията на 
управлението. Тук ще посочим следните резултати: [Алимов 1], [Козлов 1], [Матросов 1], [Матросов 
2], [Рожко 1], [Ahmad 3], [Chua 1], [Chua 2], [DeCarlo 1], [Filippov 1], [Liu 3] и [Paden 1]. В следните 
монографии се изучават различни аспекти от теорията на системите диференциални уравнения с 
променлива структура: [Филиппов 1], [Андронов 1], [Бабицкий 1], [Перестюк 1] и др. 

Следващите работи са посветени на фундаменталната и качествена теория на 
диференциалните уравнения с променливи структура и импулсни моменти: [Ahmad 4], [Ahmad 5], 
[Chukleva 1], [Chukleva 3] - [Chukleva 5], [Dishliev 3], [Dishlieva 4], [Dishlieva 8], [Dishlieva 10], 
[Dishlieva 12], [Milev 1], [Milev 2], [Hung 1], [Paden 1], [Petkova 2], [Wang 5] и [Zhang 1]. 

Изучаването на „скокообразно” изменящи се динамични процеси е предмет на няколко 
науки, от които тук ще посочим: математика, механика, фармакокинетика, популационна динамика, 
икономика, теория на управлението и др. При изучаването на тези прекъснати процеси 
използването на математически апарат под формата на моделиращи диференциални уравнения с 
импулсни въздействия, като правило, е задължително. 

Цели и постигнати резултати 

 Както казахме по-горе с помощта на диференциалните уравнения с променливи структура 
(дясна част) и импулсни моменти се моделират процеси, които рязко (дискретно във времето) 
изменят състоянието си и същевременно в същите тези моменти често (макар и не задължително) 
се наблюдава и промяна на скоростта на развитие. 

Основните цели и постигнатите резултати в дисертационния труд можем да разпределим в 
две групи. 

Първата група съдържа теоретични резултати от качествената теория на 
диференциалните уравнения с променливи структура и импулсни моменти. Като правило 
резултатите се отнасят за специфични свойства на решенията на такива уравнения (характерни 
само за уравнения от разглежданите класове): 
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- отсъствие на феномена ''загиване'' на решенията на диференциални уравнения с променлива 
структура и импулсни моменти, като следствие на кондензация на моментите на външна 
интервенция; 

- неограниченост на импулсните моменти и продължимост на решенията за импулсни 
уравнения; 

- равномерно финално ограничени решения на диференциални уравнения с променливи 
структура и импулсни моменти; 

- непрекъсната зависимост на решенията на разглежданите уравнения относно: началната 
точка, десните страни, импулсните въздействия, импулсните моменти и др.; 

- орбитална Хаусдорфова зависимост на решенията на импулсни диференциални уравнения 
относно началната точка и разликата между последователните импулсни моменти; 

- равномерна устойчивост на решенията на системи уравнения с импулсни въздействия относно 
началното условие при произволни импулсни моменти; 

- асимптотическа устойчивост на ненулевите решения на системи уравнения с променливи 
структура и импулсни моменти; 

- Орбитална хаусдорфова устойчивост на решенията на автономни диференциални уравнения с 
променливи моменти на импулси; 

- достижими и тотално достижими множества за решенията на диференциални уравнения без 
импулси; 

- съществуване на периодични решения; 
- оптимални решения (в определен конкретен смисъл) на решенията на уравнения с импулсни 

въздействия и др. 
При теоретичните изследвания, проведени в дисертацията, задължително се спазват 

правилата: 
1. Новите специфични понятия се дефинират с помощта на нарочни дефиниции. Ако е 

необходимо се изказват хипотези, обвързващи тези понятия с реалността. Пак при 
необходимост се формулират твърдения, които са заимствани от други автори. Надлежно е 
съобщено първоизточника на резултатите във всяка глава; 

2. Условията са лесно проверяеми и формулирани точно. Няма съмнение в техния смисъл; 
3. Твърденията са подробно доказани (на места елементите на доказателствата са повече от 

необходимото). Смисълът и същността на основните теореми във всяка глава е допълнително 
обяснен с помощта на забележки. При наличие на дълги доказателства, същите са раздробени 
на отделни части. 

4. Основните математически методи, използвани в дисертацията, са методите на реалния 
математически анализ, основните теореми за съществуване и единственост на решенията на 
обикновените диференциални уравнения, неподвижни точки на оператори, метод на 
сравненията, метод на Ляпунов и негови модификации (като например използването на 
редици от функции на Ляпунов) и др. 

Втората група от постигнати резултати е свързана с адекватното описание 
(математически модели) на реални обекти с помощта на дефинираните по-горе класове 
уравнения. Обект на изучаване е динамиката на няколко типа процеси, които са подложени на 
дискретни външни интервенции и смяна на скоростта на развитие: 
- обобщен математически модел на Gompertz с променливи скорост на развитие и импулсни 

въздействия в променливи моменти; 
- обобщен математически модел на Verhulst с импулсни въздействия; 
- обобщен математически модел на Lotka-Volterra с импулсни въздействия; 
- обобщен математически модел на Miller с импулси; 
- трептене на материална точка; 
- математически модел от фармакокинетиката, описващ динамиката на лекарствената 

концентрация в кръвта на пациент при променлива скорост на разграждане и импулсно 
внасяне на лекарствено средство; 

- моделно уравнение на съхранение на информацията; 
- моделно уравнение на съхранение на информацията при кратковременни дискретни обучения; 
- моделно уравнение на съхранение на информацията при минимални допустими стойности и 

др. 
Във всички предложени модели са спазени следните изисквания: 

1. Представените и изучаваните тук математически модели са обобщения на съществуващи, 
известни в научната литература модели на реални обекти и свързаните с тях процеси. 
Представените примери са принципиални, а не числови реализации; 

2. Обобщенията на изучаваните модели се изразяват в наличието (допускането) на 
кратковременни външни импулсни въздействия, които се отразяват в „скокообразно“ 
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изменение както на количествата на моделирания обект, така и на скоростта на неговото 
изменение; 

3. Намерени са достатъчни условия, които гарантират определени качества на динамиката на 
количествата на моделирания обект. Такива качества например са съществуване на 
решенията, неограничена продължимост, непрекъсната зависимост от някои от параметрите 
на модела, устойчивост по тези параметри, периодичност на решенията, оптимизационни 
свойства и др. Разглежданите конкретни специфични качества не са изучавани от други 
автори; 

4. Изследванията на качествата на изменение на моделираните обекти са възможни да се 
реализират успешно само чрез диференциални уравнения с променлива структура и импулсни 
въздействия в нефиксирани моменти; 

5. Освен това, разглежданията на изучаваните качества на динамиката на обектите, не е 
възможно да се осъществят без въвеждане на нови понятия и доказване на съответни нови 
теореми. Тези понятия и теореми задължително са въведени и получени с участието на 
автора; 

6. Както казахме по-горе, теоретичните резултати в дисертационния труд са приложени при 
изучаването на динамиката на модели. Качествата на решенията на моделите се гарантират 
чрез добавяне на допълнителни ограничения върху техните параметри; 

7. Като правило, ограниченията са естествени и лесно проверяеми. 
8. Тълкуване на резултатите в термините на моделите е важна част от проведените изследвания. 

Целта е да се обосноват и посочат точните тълкувания на резултатите. 
Още веднъж изрично ще подчертаем, че проведените изследвания на свойствата на 

моделите са възможни само благодарение на предходните теоретични резултати в този 
дисертационен труд. 

Една от второстепенните цели е още веднъж да се обоснове необходимостта от 
задълбочено изучаване на диференциалните уравнения с променлива структура и импулсни 
въздействия във фиксирани и променливи моменти. 

Преглед на дисертацията 

Същинската част на представеното научно изследване е разпределено в 21 глави. Всяка 
от главите съдържа по няколко параграфа. 

Глава 1. Изучаваме някои качества на решенията на нелинейно неавтономно обикновено 
диференциално уравнение с променлива структура и импулсни моменти от клас Б3. Намерени са 
достатъчни условия за равномерно финално ограничение на решенията. Тези резултати се 
получават при използване на подходящ вариант на втория метод на Ляпунов. 

Основен обект на изследване е следната начална задача за нелинейни неавтономни 
обикновени диференциални уравнения с променлива структура и импулси в нефиксирани 
моменти: 

     1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     ,    (1.1) 

   0i ix t  , 1,2,...i  ,      (1.2) 

      0i i i ix t x t I x t   ,      (1.3) 

 0 0x t x .        (1.4) 

Дефиниция 1.1. Ще казваме, че решенията на системата диференциални уравнения с 
променливи структура и импулсни моменти (1.1), (1.2), (1.3) са: 
- ограничени, ако 

     0 00 , 0 :t R const t            

   0 0 0 0 0, ; , ,nx R x x t t x t t       ; 

- равномерно ограничени, ако 

     0 0 0 :t R const            

   0 0 0 0 0, ; , ,nx R x x t t x t t       . 

- квази-равномерно финално ограничени, ако 

     0 0 0 :const const T T            
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   0 0 0 0 0, ; , ,nx R x x t t x t t T        ; 

- равномерно финално ограничени, ако решенията са равномерно ограничени и квази-равномерно 
финално ограничени. 

Дефиниция 1.2. Ще казваме, че е зададена редица от скаларни частично непрекъснати 
функции на Ляпунов: 

 , : , 1,2,...n

i iV V R R R i    , 

съответна на системата диференциални уравнения с променливи структура и импулсни моменти 
(1.1), (1.2), (1.3), ако: 

1. \ , , 1,2,...n

i iV C R R R i       ; 

2.  ,0 0, , 1,2,...iV t t R i   ; 

3. За всяка точка  ,
i it x R

    и всяко 1,2,...i   съществуват границите: 

 
 

     
, 0,

,

lim , , 0 ,
i i

ii
n

i i i
x x x

t x R R

V t x V t x V t x




 
  

 

   , 

 
 

   
, 0,

,

lim , , 0
i

ii
n

i i
x x x

t x R R

V t x V t x





  

 

  . 

Ще отбележим, че в общия случай е изпълнено 

     , , 0 , 0
i i ii i iV t x V t x V t x      . 

Въвеждаме следните условия: 

H1.1. Функциите ,n n

if C R R R    , 1,2,...i  . 

H1.2. Съществуват константи 0
if

C   такива, че 

    , ,
i

n

i ft x R R f t x C     , 1,2,...i  . 

H1.3. Функциите 
1 ,n

i C R R     , 1,2,...i  . 

H1.4. Съществуват константи 0
igradC    такива, че 

   
i

n

i gradx R grad x C     , 1,2,...i  . 

H1.5. Функциите ,n n

iI C R R    , 1,2,...i  . 

H1.6. Съществуват константи  1
0

i iId I
C
  

  такива, че 

        1 1i i i i ix Id I x x I x         1i iId I
C
  

 , 1,2,...i  . 

H1.7. Валидни са неравенствата: 

         1 . , , 0, , n

i i i iId I x grad x f t x t x R R  

    , 1,2,...i  , 

където 0I Id . 

H1.8 . Редът 
 1

1 .

i i

i i

Id I

i
grad f

C

C C






 

  е разходящ. 

H1.9. Съществуват константи 
,

0
i igrad f

C


  такива, че 

       ,
, , , , 1,2,...

i i

n

i i grad f
t x R R grad x f t x C i


      . 

H1.10. За всяка точка  0 0, nt x R R   и за всяко 1,2,...i   решението на началната задача 

   0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
   

съществува и е единствено за 0t t . 

H1.11. Съществува константа 0IC   такава, че 
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   n

i Ix R I x C    , 1,2,...i  . 

Целта на изследванията в главата е намирането на достатъчни условия за равномерна 
финална ограниченост на решенията на разглежданата система (1.1), (1.2), (1.3). Условията са 
получени с помощта на редици от скаларни частично непрекъснати функции на Ляпунов. 
Основният резултат е следната теорема 

Теорема 1.6. Нека е изпълнено: 
1. Валидни са условията H1.1 - H1.11 и условията 2.1 и 2.2 на Теорема 1.5. 
2. В сила са неравенствата 

        , , , 0 \ , 1,2,...c

i iV t x c x t x R B i

      , 

където функцията c K . 

Тогава решенията на системата диференциални уравнения с променливи структура и 
импулсни моменти (1.1), (1.2), (1.3) са равномерно финално ограничени. 

Глава 2. В тази глава е разгледан специален клас от нелинейни неавтономни обикновени 
диференциални уравнения с променлива структура (без импулси), които са частен случай на класа 
Б3. Изучава се задачата за непрекъсната зависимост на решенията при постоянно действащи 
смущения. Смущенията са както в началната точка на съответната начална задача, така и във 
всяка дясна страна на системата. Структурните промени (промените на десните страни) за 
различните начални задачи се извършват в различни редици от превключващи моменти. Въпреки 
този факт, "близост" между двете решения (изходното и смутеното) се изисква непрекъснато в 
целия предварително фиксиран интервал от време. 

Обект на изследване е следната начална задача за нелинейни неавтономни обикновени 
диференциални уравнения с променлива структура: 

  1, ,i i i

dx
f t x t t t

dt
   ;      (2.1) 

 1 2 1,n

i ix t t t t      ;      (2.2) 

   , 1,2 , 1,2,...n

i px t p i   ;     (2.3) 

 0 0x t x .        (2.4) 

Контурът D  на фазовото пространство D  се състои от двете хиперравнини: 

  1 2

1 1, ,..., ;n n nD x x x x R x        и     1 2

2 2, ,..., ;n n nD x x x x R x     . 

Дефиниция 2.1. Ще казваме, че решенията на системата диференциални уравнения с 
променлива структура (2.1), (2.2), (2.3) зависят непрекъснато при постоянно действащи смущения, 
ако 

     0 0 00 ,t x R D T const t          

 , , 1,2,...n

if C R D R i       

  0 0, , , , 0 :it x T f      

  * * * *

0 0 0 0 0 0, ,t R t t x D x x          

      * *, , , , , 1,2,...n

i i if C R D R f t x f t x npu t x R D u i            

   * * * max

0 0 0 0 0; , ; , ,x t t x x t t x t t T     . 

Ще използваме следните условия: 

H2.1. Функциите , n

if C R D R    , 1,2,...i  . 

H2.2. Съществуват константи 0
if

C   такива, че  

    , ,
ii ft x R D f t x C     , 1,2,...i  . 

H2.3. Редът
1

1

i

i
fC



  е разходящ. 

H2.4. Валидни са неравенствата: 
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   1 2 1 1 2 1

1, , ,..., , . , , ,..., , 0n n n n

i p i pf t x x x f t x x x  

  , 

където t R ,  1 2 1, ,..., , , 1,2, 1,2,...n

p px x x D p i    . 

H2.5. За всяка начална точка  0 0,t x R D   и за всеки номер 1,2,...i   началната задача 

   0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
   

притежава единствено решение. 
Основен резултат в работата е следната теорема. 
Теорема 2.6. Нека са валидни условията H2.1 - H2.5. 
Тогава решенията на системата диференциални уравнения с променлива структура (2.1), 

(2.2), (2.3) зависят непрекъснато при постоянно действащи смущения. 
Глава 3. Изучават се диференциални уравнения с променливи импулсни моменти. 

Импулсните въздействия се осъществяват, когато интегралната крива на изучаваната начална 
задача среща някоя от предварително зададени импулсни хиперповърхнини, разположени в 
разширеното фазово пространство. Уравненията са от класа Б2. Предложени са условия, които 
отхвърлят феномена „биене“. Въведени са понятията: 
- строга равномерна устойчивост на нулевото решение на диференциални уравнения без 
импулсни въздействия; 
- равномерна устойчивост на нулевото решение на диференциални уравнения с променливи 
импулсни моменти относно импулсните въздействия. 

Основните резултати се състоят в установяване на достатъчни условия за съществуване 
на споменатите по-горе качества. 

Разглеждаме следната начална задача за импулсни диференциални уравнения с 
променливи импулсни моменти: 

 , , ;i

dx
f t x t t

dt
         (3.1) 

    | ;
i it t j ix t I x t        (3.2) 

 0 0x t x .        (3.3) 

В моментите 

1 2 1 2, ,..., ...,t t t t   

и само в тях интегралната крива на задачата (3.1), (3.2), (3.3) среща някоя от хиперповърхнините 

 : , 1,2,...,i it x i       (3.4) 

където функциите :i D R  . 

По-нататък ще използваме условията: 

H3.1. Функцията , nf C R D R     и е локално Липшицова относно променливата x  в областта 

D  с константа на Lipschitz, която не зависи от t . 

H3.2. Съществува константа 0M   такава, че 

    , ,t x R D f t x M     . 

H3.3. За всяка начална точка  0 0,t x R D   решението на задачата без импулсни въздействия 

(3.1), (3.3) не напуска областта D  при 0t t . 

H3.4. Функциите , 1,2,...,i i   са Липшицови по аргумента x  в областта D  със съответни 

константи 
1

iL
M

 . 

H3.5. Изпълнени са неравенствата 

   1 20 ...,x x x D     . 

H3.6. Съществува константа 0   такава, че    : \ ,iId I D D B D    1,2,...i  . 

H3.7.  lim i
i

x


   равномерно относно x D . 

H3.8. Съществува константа 0d   такава, че 
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       1,2,... i i ix D i x x I x d         . 

H3.9.  ,0 0, , 0f t t R D   . 

H3.10.  0 0, 1,2,...iI i  . 

Дефиниция 3.2. Ще казваме, че нулевото решение на системата (3.1), (3.2) е равномерно 
устойчиво относно импулсните въздействия, ако 

    0 0 :         

    0 0,t x R B D

     

    * *: , , , 1,2,...n

i i iI D R I x I x x D i       

 * 0 0 0, , , .
I

x t t x t t    

Ще припомним следната класическа дефиниция, отнасяща се до системи диференциални 
уравнения без импулсни въздействия. 

Дефиниция 3.3. Ще казваме, че нулевото решение на системата (3.1) е равномерно 
устойчиво относно началното условие, ако 

    0 0 :         

    0 0,t x R B D

     

 0 0 0, , , .x t t x t t    

 В горната дефиниция за всяко 0   съответстват безбройно много константи 0  . 

Освен това, за всяко  , съответстващо на   имаме   . Отсега нататък чрез     ще 

означаваме точната горна граница на всички  , които удовлетворяват Дефиниция 3.3. За всяко 

0   конструираме числовата редица: 

     1 2 1 1, ,..., ,...i i            . 

В сила са неравенствата: 

1 2 1... ... 0i i          . 

Следователно редицата 1 2, ,...   е сходяща. Да означим с  * *    нейната граница. 

Дефиниция 3.4. Ще казваме, че нулевото решение на системата (3.1) е строго равномерно 
устойчиво относно началното условие, ако 

    *0 0      . 

 По-нататък със символа      при t T  ще бележим факта, че функцията  t   е 

монотонно растяща (намаляваща) в множеството T . 
Достатъчни условия за строга равномерна устойчивост на нулевото решение се съдържат 

в следната теорема. 
 Теорема 3.5. Нека са валидни следните условия: 
1. Нулевото решение на системата (3.1) е равномерно устойчиво относно началното условие. 

2. За функцията    0 0; ,t x t t x   е изпълнено 

      0 00 : ,const t x R B D           при 0t t . 

 Тогава нулевото решение на системата (3.1) е строго равномерно устойчиво относно 
началното условие. 
 Основните резултати се съдържат в следните две теореми: 

Теорема 3.7. Нека са изпълнени следните условия: 
1. Валидни са условията H3.1 - H3.10. 
2. Нулевото решение на системата (3.1) е строго равномерно устойчиво. 

3. Съществува константа 0  , такава че 

  , , 1,2,...
1

i

x
x I x x D i


   


. 

 Тогава нулевото решение на системата (3.1), (3.2) е равномерно устойчиво относно 
импулсните въздействия. 
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Теорема 3.8. Нека са изпълнени следните условия: 
1. Валидни са условията H3.1 - H3.10. 

2. Нулевото решение на системата (3.1) е равномерно Липшицово устойчиво с константа G . 

3. Съществува константа 0  , такава че 

  , , 1,2,...i

x
x I x x D i

G 
   


. 

 Тогава нулевото решение на системата (3.1), (3.2) е равномерно устойчиво относно 
импулсните въздействия. 

Глава 4. В тази глава изследваме семейство параметрични криви, които са непрекъснати 
отляво. Допустимо е кривите да притежават няколко (или изброимо много) точки на прекъсване от 
първи род. Тъкмо на това семейство криви принадлежат и траекториите на диференциалните 
уравнения с променливи импулсни моменти. Получена е горна оценка на Хаусдорфовото 
разстоянието между две произволни криви от описаното семейство. Оценките са полезни в 
бъдещите изследвания, свързани с орбиталната Хаусдорфова непрекъсната зависимост и 
устойчивост на решенията на диференциални уравнения с променливи импулсни моменти. 

Доказани са следните по-важни теореми: 

Теорема 4.4. Нека множествата 1 2 1 2, ,..., , , ,....,k kA A A B B B nR  са ограничени. 

 Тогава 

 1 2 1 2... , ...H k kA A A B B B           1 1 2 2max , , , ,..., ,H H H k kA B A B A B   , 

където  ,H A B  е Хаусдорфовото разстояние между множествата A  и B . 

Нека функциите 
*, : ng g R R   и константите 

* *

0 1 0 1, , ,T T T T R . Въвеждаме 

параметричните криви: 

 
  0 1 0 1

0 1

0 1

; , ;
,

,

g t T t T T T
T T

T T


   
 

 

   и   
  * * * * *

0 1 0 1* * *

0 1
* *

0 1

; , ;
,

, .

g t T t T T T
T T

T T


   
    

 

 

Валидни са следните дефиниционни равенства, отнасящи се съответно за Евклидовото, 

Хаусдорфовото и равномерното разстояния между кривите 
* * *

0 1,T T     и  0 1,T T : 

  * * *

0 1 0 1, , ,E T T T T           * * * * *

0 1 0 1inf inf , , , ;g t g t T t T T t T      

  * * *

0 1 0 1, , ,H T T T T      

       * * * * *

0 1 0 1max sup inf ,g , , ,g t t T t T T t T      

                 * * * * *

0 1 0 1sup inf ,g , ,g t t T t T T t T     ; 

    *

0 1 0 1, , ,R T T T T        *

0 1sup ,g ,g t t T t T   . 

Теорема 4.8. Нека: 

1. Функциите 
*, : ng g R R   и са непрекъснати отляво в дефиниционното множество. 

2. Валидно е неравенството    max * * min

0 0 0 1 1 1max , min ,T T T T T T   . 

Тогава е в сила оценката: 

   * * *

0 1 0 1, , ,H T T T T    

     * max min max min

0 1 0 1max , , , ,R T T T T       

          * * * * *

0 0 0 0 0 0g 0 , , , g 0 , , ,H HT T T T T T        

       * * * * *

1 1 1 1 1 1g , , , g , ,H HT T T T T T      . 

Глава 5. В тази глава изследваме едно семейство диференциални уравнения с импулсни 
моменти от клас Б1. Специфичното тук е, че разликата между всеки два последователни импулсни 
моменти е равна на предварително зададена фиксирана положителна константа. Освен това, за 
различните решения споменатата разлика е различна. Използването (по-точно адекватността) на 
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Хаусдорфово разстояние между траекториите на различни решения (в случая, когато редиците от 
импулсни моменти на сравняваните решения не съвпадат) е обосновано в предходната глава. Тук 
въвеждаме понятието орбитална Хаусдорфова непрекъсната зависимост по отношение на 
разликата между импулсните моменти на решенията на диференциалните уравнения от 
разглеждания клас. Установени са достатъчните условия, при които тази специфична ново-
въведена непрекъсната зависимост е валидна. 

Обект на изследване е следната начална задача за импулсни диференциални уравнения: 

  1 1, , ;i i i

dx
f t x t t t t d

dt
           (5.1) 

      0 , 1,2,...;i i i ix t x t I x t i        (5.2) 

 0 0x t x .        (5.3) 

Ще предполагаме, че са изпълнени условията: 

H5.1. Функцията , nf C R D R    . 

H5.2. За всяка точка  0 0,t x R D   задачата без импулси (5.1), (5.3) притежава единствено 

решение, дефинирано при t R . 

H5.3. Съществува положителна константа 
fC  такава, че 

    , , ft x R D f t x C     . 

H5.4. Функциите , n

iI C D R     и   : , 1,2,...iId I D D i   . 

Валидни са дефиниционните равенства: 

 
  0 0 1 2 1 2

1 2

1 2

; , ; , ;
,

, ,

x t t x T t T T T
T T

T T


   
 

 

 


  * * * * * * *

0 0 1 2 1 2* * *

1 2
* *

1 2

; , ; , ;
,

, .

x t t x T t T T T
T T

T T


   
  

 

 

Дефиниция 5.1. Ще казваме, че решението на задачата (5.1), (5.2), (5.3) е орбитално 
Хаусдорфово зависимо относно началното условие и разликата между импулсните моменти (т.е. 

от параметъра d ), ако 

   0 0, 0t x R D       

 0 , , 1,2,...iT t T t i     

  0 0, , , , 0 :t x d T      

  * * * *

0 0 0 0 0 0, ,t R t t x D x x          

 * *0, , 1,2,...i id d d i      

  * *

0 0, , ,H t T t T       . 

 Основният е резултат е следната теорема. 
Теорема 5.3. Нека са изпълнени условията H5.1–H5.4. 

 Тогава решението на задачата (5.1), (5.2), (5.3) е орбитално Хаусдорфово зависимо 
относно началната точка и разликата между импулсните моменти. 

Глава 6. Основен обект на изследване в настоящата глава е клас автономни нелинейни 
системи диференциални уравнения с нефиксирани моменти на импулсни въздействия. 
Предполага се, че импулсното множество съвпада с част от хиперравнина. Уравненията са частен 
случай на класа Б3. За описаните по-горе уравнения са въведени термините орбитална 
гравитация и орбитална Хаусдорфова устойчивост по отношение на началното условие. Терминът 
орбитална гравитация се отнася за системи без импулси. Ще казваме, че една система 
диференциални уравнения притежава това качество с константа  , ако Хаусдорфовото 
разстояние между две нейни произволни траектории е по-малко от   пъти Евклидовото 
разстояние между тях. 

Намерени са достатъчни условия, при които, ако съответната система без импулси е 
орбитално гравитираща, то решението на основната (изучаваната) задача с импулси е орбитално 
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Хаусдорфово устойчиво относно началното условие. Разгледан е класическият (без импулси) 
модел на Lotka-Volterra от популационната динамика. Намерени са достатъчни условия за 
орбитално гравитиране и за Хаусдорфова устойчивост относно началната точка. 

Основен обект на изследване е следната начална задача: 

    0, ,
dx

f x a x t a
dt

  ,      (6.1) 

         00 , ,x t x t I x t a x t a    ,    (6.2) 

  00 .x x         (6.3) 

Траекториите на основната и смутената задача ще бележим съответно както следва: 

     0 0; 0, ; , 0 ,x x t x t       и       * *

0 0; 0, ; , 0x x t x t     . 

Решенията и траекториите на задачите без импулси означаваме съответно с: 

      *

0 0 0; , ; 0, , ;X t x x X t x     и     *

0; 0,x  . 

Дефиниция 6.1. Ще казваме, че системата (6.1) е орбитално гравитираща в областта D  с 

константа 1  , ако: 

 *

0 0,x x D    

             * *

0 0 0 0; 0, , ; 0, . ; 0, , ; 0,H Ex x x x            

Дефиниция 6.2. Ще казваме, че решението на задачата (6.1), (6.2), (6.3) е орбитално 
устойчиво относно началното условие, ако: 

   00 x D      0, 0 :x      

  * *

0 0 0, ,Ex D x x          *

0 0; 0, , ; 0,H x x       . 

По-нататък ще използваме следните условия: 

H6.1. Функцията , nf C D R    . 

H6.2. Съществуват положителни константи fC  и 
fC  такива, че за всяка точка x D  са 

изпълнени неравенствата: 

  f

fC f x C  . 

H6.3. За всяка точка 0x D  задачата без импулси (6.1), (6.3) притежава единствено решение, 

дефинирано при 0t  . 

H6.4. Множеството  0; ,x D a x a    , където  1 2, ,... , 1n

na a a a R a    и 0a R , е 

ограничено. 

H6.5. Съществува константа , 0 1a aC C  , такава, че за всяка точка x   е изпълнено 

неравенството 

   , aa f x C f x . 

H6.6. Съществува константа Id IC   такава, че e валидно неравенството 

   , 0E Id IId I C      . 

H6.7. Съществува положителна константа IC , такава, че за всеки две точки ', "x x   е 

изпълнено неравенството 

      ' ' , '' '' . ' , ''E I Ex I x x I x C x x    . 

 Основен резултат е следната теорема. 
Теорема 6.2. Нека: 

1. Изпълнени са условията H6.1 - H6.7. 

2. Системата (6.1) е орбитално гравитираща в областта D  с коефициент 1  . 
3. Валидно е неравенството 

 1

a
I

a

C
C

C



. 
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Тогава за всяка начална точка 0x   решението на задачата (6.1), (6.2), (6.3) е орбитално 

Хаусдорфово устойчиво относно началното условие. 
Глава 7. Изследват се нелинейни неавтономни системи обикновени диференциални 

уравнения с променливи структура и импулсни моменти от клас Б3. Възможно е импулсните 

моменти 1 2, ,...t t  да притежават точка на сгъстяване T . Основната цел в тази глава е да се 

изследват решенията, които не са продължими до безкрайност, поради неограничения брой 
импулси, които трябва да се осъществят за ограничен период от време. В тази ситуация казваме, 
че решенията „трептят“ или още, че са „загиващи“ поради импулсните въздействия. Посочени са 
достатъчни условия за загиване на решенията. 

Основен обект на изследване е следната начална задача за нелинейни неавтономни 
обикновени диференциални уравнения с променлива структура и импулси: 

     1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     ,    (7.1) 

   0i ix t  , 1,2,...i  ,      (7.2) 

      0i i i ix t x t I x t   ,      (7.3) 

 0 0x t x .        (7.4) 

Нека интервалът  0 0, ,J t x f  е максималният интервал на съществуване на решението на 

задачата (7.1), (7.2), (7.3), (7.4) 
Дефиниция 7.2. Ще казваме, че решенията на системата (7.1), (7.2), (7.3) загиват поради 

импулсните въздействия, ако: 
1. Изпълнено е 

   0 00 1,2,...t x D i       

   0 0 0, , ,iJ t x f t   ; 

2. Имаме 

  0 00t x D     

    1 1 0 0 2 2 0 0 1 2, , , ,...; , ,... : nI I t x I I t x I I D R     

  0 0 0

0 0 1 2 0, , , ,... , :t t t x I I const R t t      

  0

0 0 0, , ,J t x f t t  . 

Въвеждаме следните условия: 

H7.1. Функциите , n

if C R D R    , 1,2,...i  . 

H7.2. Функциите  1 ,i C D R  , 1,2,...i  . 

H7.3. Функциите , n

i iI C R     и   :i iId I D   , 1,2,...i  . 

H7.4. Валидни са неравенствата: 

         1 . , , 0, ,i i i iId I x grad x f t x t x R D  

    , 1,2,...i  , 

където  0 0,I x x D  . 

H7.5. Съществуват константи 
,

0
i igrad f

C


  такива, че 

       ,
, , , , 1,2,...

i i
i i grad f

t x R D grad x f t x C i


      . 

H7.6. За всяка точка  0 0,t x R D   и за всяко 1,2,...i   решението на началната задача (7.7) 

съществува и е единствено за 0t t . 

H7.7. Съществуват константи 0
i

C   такива, че 

     
11 , 1,2,...

ii i ix Id I x C i
      . 
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H7.8. Редът 1

1 1

1

,

i

i i

i

grad f

C

C







 



  е сходящ. 

 Основният резултат в главата е следната теорема. 
Теорема 7.4. Нека са изпълнени условията H7.1 - H7.8. 

 Тогава решенията на системата (7.1), (7.2), (7.3) загиват поради импулсните въздействия. 
Глава 8. Изучаваме диференциални уравнения с променливи структура и импулсни 

моменти. Предполагаме, че решенията загиват (не са продължими от известно място нататък) по 
причина на импулсните въздействия. Както казахме по-горе, при тази ситуация импулсните 
моменти притежават точка на сгъстяване. При диференциалните уравнения с импулсни 
въздействия освен традиционните външни смущения, свързани например с началното условие и 
десните страни, са допустими и специфични, характерни само за тези уравнения, смущения. Тук 
се изследва специфична непрекъсната зависимост, която се отнася до смущения в 
превключващите множества (функции). Основната цел на изследванията в главата е да се 
установи, че за всеки затворен интервал, който се съдържа в максималния интервал на 
съществуване на загиващото решение на началната задача, това решение зависи непрекъснато 
относно началните условия и превключващите функции. 

Обект на изследване е начална задача за нелинейни неавтономни обикновени 
диференциални уравнения с променлива структура и импулси в нефиксирани моменти: 

     1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     ,    (8.1) 

   0i ix t  , 1,2,...i  ,      (8.2) 

      0i i i ix t x t I x t   ,      (8.3) 

 0 0x t x .        (8.4) 

Дефиниция 8.2. Ще казваме, че загиващото решение 

 0 0; , , , ,x t t x f I  на началната задача (8.1), (8.2), (8.3), (8.4) зависи непрекъснато: 

- относно началното условие, ако 
* * *, ,f f I I     и 

 0const    0const    

    * * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    

  0 0, , , , 0T t x       

  0 0 1
, , , , 0, 1,2,..., :i i ii

T t x i     



      

 * *

0 0 0,t R t t      

    * *

0 0 1 0, 0x D B x x     

   * * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      

max

0 ,t t T   , , 1,2,...i it t i   ; 

- при постоянно действащи смущения, ако    * * * *

0 0 0 0, , , ,t x t x I I     и 

 0const    0const    

    * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    

  , , , 0T f       

  1
, , , 0, 1,2,..., :i i ii

T f i     



      

      * *: , , , , , , 1,2,...n

i i if R D R f t x f t x t x R D i          

   * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      
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 0 ,t t T , , 1,2,...i it t i   ; 

- от превключващите функции, ако    * * * *

0 0 0 0, , , ,t x t x f f I I    и 

 0const    0const    

    * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    

  , , , 0T        

  1
, , , 0, 1,2,..., :i i ii

T i      



      

    * *: , , , 1,2,...i i iD R x x x D i          

   * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      

 0 ,t t T , , 1,2,...i it t i   ; 

- от импулсните въздействия, ако    * * * *

0 0 0 0, , , ,t x t x f f      и 

 0const    0const    

    * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    

  , , , 0T I       

  1
, , , 0, 1,2,..., :i i ii

T I i     



      

    * *: , , , 1,2,...n

i i iI D R I x I x x D i       

   * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      

 0 ,t t T , , 1,2,...i it t i   . 

Въвеждаме условията: 

H8.1. Функциите , n

if C R D R    , 1,2,...i  . 

H8.2. Функциите  1 ,i C D R  , 1,2,...i  . 

H8.3. Функциите , n

i iI C R     и   :i iId I D   , 1,2,...i  . 

H8.4. Валидни са неравенствата: 

         1 . , , 0, ,i i i iId I x grad x f t x t x R D  

    , 1,2,...i  , 

където  0 0,I x x D  . 

H8.5. Съществуват константи 
,

0
i igrad f

C


  такива, че 

  ,t x R D       ,
, , , 1,2,...

i i
i i grad f

grad x f t x C i


   . 

H8.6. За всяка точка  0 0,t x R D   и за всяко 1,2,...i   решението на началната задача (8.7) 

съществува и е единствено за 0t t . 

H8.7. Съществуват константи 0
i

C   такива, че 

     
11 , 1,2,...

ii i ix Id I x C i
      . 

H8.8. Редът 1

1 1

1

,

i

i i

i

grad f

C

C







 



  е сходящ. 

H8.9. Съществуват константи 0
if

C   такива, че 

    , ,
ii ft x R D f t x C     , 1,2,...i  . 
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H8.10. Съществуват константи 0
iLipC    такива, че 

     ', '' ' '' ' ''
ii i Lipx x D x x C x x       , 1,2,...i  . 

H8.11. Съществуват константи 0
iLipIC   такива, че  

     ', '' ' '' ' ''
ii i LipIx x D I x I x C x x      , 1,2,...i  . 

Основният резултат в главата е следната теорема. 
Теорема 8.10. Нека са изпълнени условията H8.1 - H8.11. 

 Тогава загиващото решение  0 0; , , , ,x t t x f I  на началната задача (8.1), (8.2), (8.3), (8.4) 

зависи непрекъснато относно началното условие и превключващите функции. 
Глава 9. Ще изследваме диференциални уравнения с променливи структура и импулсни 

моменти от клас Б3. Превключващите моменти, в които се осъществява смяната на структурата и 
импулсните въздействия върху решенията, се определят с помощта на превключващи 
хиперравнини, принадлежащи на фазовото пространство на системата. Основната цел на 
изследванията е да се намерят достатъчни условия за специфична непрекъсната зависимост на 
решенията на посочените по-горе диференциални уравнения. Ще уточним, че: 
- решенията са загиващи заради импулсните въздействия; 
- непрекъснатата зависимост е относно смущения в началните условия и импулсните въздействия; 
- непрекъснатата зависимост е в произволен затворен интервал, който се съдържа в максималния 
интервал на съществуване на решенията. 

Обект на изследване в настоящата глава е следната начална задача: 

    1, , , ,i i i i i

dx
f t x a x t t t t

dt
     ,    (9.1) 

 ,i i ia x t  , 1,2,...i  ,      (9.2) 

      0i i i ix t x t I x t   ,      (9.3) 

 0 0x t x .        (9.4) 

Ще отбележим, че превключващите множества в тази глава са хиперравнини, т.е. тук 
разглежданата задача е частен случай на основната задача в предходната глава. 

По-нататък ще използваме следните условия: 

H9.1. Функциите , n

if C R D R    , 1,2,...i  . 

H9.2. Функциите , n

i iI C R     и   :i iId I D   , 1,2,...i  . 

H9.3. За всяка точка  0 0,t x R D   и за всяко 1,2,...i   решението на началната задача (без 

импулси) (9.1), (9.4) съществува и е единствено за 0t t . 

H9.4. Изпълнени са равенствата 1ia  , 1,2,...i  . 

H9.5. Валидни са неравенствата: 

       1, . , , 0, ,i i i i ia Id I x a f t x t x R D 

     , 1,2,...i  , 

където  0 0,I x x D  . 

H9.6. Съществуват константи 
,

0
i ia f

C   такива, че 

     ,
, , , , 1,2,...

i i
i i a f

t x R D a f t x C i      . 

H9.7. Съществуват константи 0
iaC   такива, че 

    
11 1, , 1,2,...

ii i i i ax a Id I x C i
        . 

H9.8. Редът 1

1 1

1

,

i

i i

a

i

a f

C

C



 



  е сходящ. 

H9.9. Съществуват константи 0
if

C   такива, че  

    , ,
ii ft x R D f t x C     , 1,2,...i  . 
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H9.10. Съществуват константи 0
iLipIC   такива, че  

     ', '' ' '' ' ''
ii i LipIx x D I x I x C x x      , 1,2,...i  . 

Централен резултат в главата е теоремата: 
Теорема 9.5. Нека са изпълнени условията H9.1 - H9.10. 

 Тогава загиващото решение  0 0; , , , ,x t t x f I  на началната задача (9.1), (9.2), (9.3), (9.4) 

зависи непрекъснато относно началното условие и импулсните въздействия. 
Глава 10. Основен обект на изследване са начални задачи за автономни диференциални 

уравнения (без импулси). Въведени са няколко варианта на понятието достижимо множество за 
решенията на такива системи. С помощта на достижимите множества е дефиниран клас от 
интегрални многообразия. Интегралните многообразия се състоят от всички траектории на 
системата, които пресичат достижимото множество. Изучени са основни свойства на тези 
многообразия. Резултатите в тази глава ще се използват по-нататък при изследванията за 
съществуване на периодични решения за диференциални уравнения (с импулси) от клас Б3. 

Разглеждаме следната начална задача: 

    0, 0
dx

f x x x
dt

  .     (10.1) 

Дефиниция 10.1 [Petkova 1]. Нека е изпълнено: 

1. Множествата 0X 
, G , 0X    и   . 

2. За всяка точка 0 0x X   решението  0;x t x  на началната задача (10.1) е дефинирано и 

единствено в интервала  0, . 

3. Валидно е 

      0 0 0 00 : ;x X x x x        . 

Тогава ще казваме, че: 

- Множеството   е положително достижимо от множеството 0X 
 чрез системата (10.1); 

- 0X 
 е положително начално множество за системата (10.1); 

- Всяка точка 0 0x X   е положителна начална точка (на достижимост) за системата (10.1). 

По аналогия дефинираме понятията: отрицателно достижимо множество от множеството 

0X 
 чрез системата (10.1), отрицателно начално множество и отрицателна начална точка за 

системата (10.1). 
Въвеждаме условията: 

H10.1. Съществува константа 0LipC   такава, че 

     ', '' ' '' ' ''Lipx x G f x f x C x x      . 

H10.2. За всяка точка 0x G  решението на задачата (10.1) съществува и е единствено в R . 

H10.3. Функцията  1 ,C D R  и множеството   ; 0x D x     . Съществува 

константа 
,

0
grad f

C


  такава, че 

      ,
,

grad f
x grad x f x C


    . 

H10.4. Множеството   е свързано. 

H10.5. Изпълнено е \ G   . 

 Валидни са следните теореми: 
Теорема 10.3. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H10.1, H10.2 и H10.3. 

2. Множеството   е достижимо от множеството 0X 
 и точката 0 0x X  . 

 Тогава траекторията  0 0, x X   . 

Теорема 10.4. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H10.1 - H10.4. 

2. Множеството   е (положително) достижимо от множеството 0X 
. 
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3. Точката  0 0 \x X G    . 

 Тогава траекторията    0 0, \x X G      . 

 Подобни резултати са валидни и за множеството от отрицателни начални точки 0X 
. 

Теорема 10.5. Нека са изпълнени условията H10.1 - H10.5. 

 Тогава 0\ X   . 

Глава 11. Основен обект на изследване са начални задачи за автономни диференциални 

уравнения. Нека G  е фазовото пространство на изследваното автономно диференциално 

уравнение и множеството G . Ако траектория на системата стартира в момента 0 0t   от 

точка 0x G  и пресича множеството  , то 0x  се нарича положителна начална точка на 

достижимост, ако аргументът на точката на пресичане е по-голям от 0. Аналогично, 0x  е 

отрицателна начална точка на достижимост, ако аргументът на точката на пресичане е 

отрицателен. Множеството   наричаме положително (отрицателно) множество на достижимост. 
Изучава се функцията на достижимост, дефинирана в началните точките на достижимост. 

Стойността на тази функция в началната точка 0x  е равна на времето, необходимо за достигане 

на множеството  , ако стартираме от точката 0x . В главата са изследвани някои качествени 

свойства (непрекъснатост, ограниченост и др.) на функцията на достижимост. Резултатите са 
помощни при изследванията за периодичност на решенията на уравнения от клас Б3. 

Разглеждаме следната начална задача 

    0, 0
dx

f x x x
dt

  .     (11.1) 

Въвеждаме следните условия: 

H11.1. Съществува константа 0LipC   такава, че 

     ', '' ' '' ' ''Lipx x G f x f x C x x      . 

H11.2. Съществува константа 0fC   такава, че 

    fx G f x C    . 

H11.3. За всяка точка 0x G  решението на задачата (11.1) съществува и е единствено в R . 

H11.4. Функцията  1 ,C D R  и множеството   ; 0x D x     . Съществува 

константа 
,

0
grad f

C


  такава, че 

      ,
,

grad f
x grad x f x C


    . 

H11.5. Множеството   е свързано. 

H11.6. Изпълнено е \ G   . 

H11.7. Съществува константа 0C   такава, че 

     ,x D x C x      . 

Дефиниция 11.4 [Petkova 1]. Нека е изпълнено: 

1. Множествата 0X 
, G , 0X    и   . 

2. За всяка точка 0 0x X   решението  0;x t x  на началната задача (11.1) е дефинирано и 

единствено в интервала  0, . 

3. Валидно е 

      0 0 0 00 : ;x X x x x        . 

Тогава ще казваме, че: 

- Множеството   е положително достижимо от множеството 0X 
 чрез системата (11.1); 

- Ако 0X G  , то множеството   е тотално положително достижимо от множеството G  чрез 

системата (11.1). 
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Дефиницията на тотално отрицателно достижимо множество е аналогична. 

Дефиниция 11.6. Функцията 0: X R    , която на всяка точка 0 0x X   съпоставя 

положителна константа  0x   , за която е изпълнено  0;x x   и  0;x t x   при 

0 t    се нарича функция на достижимост. 

По аналогичен начин се дефинира и функцията 0: X R    . 

Теорема 11.4. Нека са изпълнени условията H11.1 - H11.7. 

 Тогава 0 ,C X R        и 0 ,C X R       . 

Теорема 11.5. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H11.1 - H11.7. 
2. Решенията на системата (11.1) са равномерно Липшицово устойчиви. 

3. Областта 0X 
 е изпъкнала и ограничена. 

 Тогава функциите 
  и 

  са ограничени съответно в 0X 
 и 0X 

. 

Затворената отсечка с краища точките x  и y  от 
nR  ще бележим както следва 

    , ; 1 , 0 1nx y z R z x y           . 

 Дефиниция 11.1. Ще казваме, че кривата   е k -линейна, ако 

       0 1 1 2 1 1

1,...,

, , ... , ,k k i i

i k

x x x x x x x x  



     . 

С други думи, k -линейната крива се състои от k  последователно свързани отсечки. 

 Дефиниция 11.2. Ще казваме, че областта G  е k -изпъкнала, ако 

   1

1,...,

, ; , :i i

i k

x y G x x G  



 
     

 
   0 ,x x  ky x . 

Дефиниция 11.3. Ще казваме, че областта G  е ограничено-свързана, ако 

  0 0 ,l const x y G      

    0; , , :x y G l l       . 

В горната дефиниция със символа  l   е означена дължината на кривата  . 

Непосредствено се вижда, че всяка ограничено-свързана област е ограничена. 
Следствие 11.2. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H11.1 - H11.7. 
2. Решенията на системата (11.1) са равномерно Липшицово устойчиви. 

3. Областта 0X 
 е k -изпъкнала и ограничена или 0X 

 е ограничено-свързана. 

 Тогава функцията 
  е ограничена в 0X 

. 

Следствие 11.3. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H11.1 - H11.7. 
2. Решенията на системата (11.1) са равномерно Липшицово устойчиви. 

3. Областта 0X 
 е k -изпъкнала и ограничена или 0X 

 е ограничено-свързана. 

 Тогава функцията 
  е ограничена в 0X 

. 

Глава 12. Изследват се автономни диференциални уравнения (без импулси). Нека G  е 

фазовото пространство на автономното диференциално уравнение и множеството G . 

Намерени са достатъчни условия, които гарантират че траекторията на всяка начална задача за 

изучаваното уравнение пресича (достига) множеството  . Тогава ще казваме, че множеството   
е тотално достижимо. 

Получените резултати намират проложение при изучаване на импулсни диференциални 

уравнения с променливи импулсни моменти. Нека импулсното множество съвпада с  . Ако 
множеството е тотално достижимо, това означава, че всички решения на изследваното уравнение 
са подложени на импулсни въздействия. 

Разглеждаме следната начална задача 

    0, 0
dx

f x x x
dt

  .     (12.1) 
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Въвеждаме следните условия: 

H12.1. Съществува константа 0LipC   такава, че 

     ', '' ' '' ' ''Lipx x G f x f x C x x      . 

H12.2. Съществува константа 0fC   такава, че 

    fx G f x C    . 

H12.3. За всяка точка 0x G  решението на задачата (12.1) съществува и е единствено в R . 

H12.4. Функцията  1 ,C D R , където областта D G  и   ; 0x D x     . 

Съществува константа 
,

0
grad f

C


  такава, че 

      ,
,

grad f
x grad x f x C


    . 

H12.5. Множеството   е свързано. 

H12.6. Изпълнено е \ G   . 

H12.7. Съществува константа 0C   такава, че 

     ,x D x C x      . 

 Ще формулираме основната теорема. 
Теорема 12.6. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H12.1 - H12.7. 
2. Решенията на системата (12.1) са равномерно Липшицово устойчиви. 

3. Областите 0X 
 и 0X 

 са k -изпъкнали и ограничени или ограничено-свързани. 

Тогава множеството   е тотално достижимо. 
Глава 13. Основен обект на изследване са автономни диференциални уравнения с 

променлива структура и импулсни въздействия в променливи моменти от клас Б3. При 
разглежданията се изискват следните предположения: 

Предположение 13.1. Всяко едно от превключващите множества i , 1,2,...i  , е тотално 

положително достижимо. 

Предположение 13.2. Моментите на превключване 1 2, ,...t t   1 20 ...t t    не притежават 

точка на сгъстяване. 
Предположение 13.3. Функциите на достижимост са непрекъснати. 

 Горните изисквания са дискутирани в предходните три глави на дисертацията и за всяко от 
предположенията са намерени достатъчни условия, които гарантират валидността му. 

Обект на изследване в настоящата глава е следната начална задача за автономни 
диференциални уравнения с променлива структура и импулсни моменти (клас Б3): 

  ,i

dx
f x

dt
      0i x t  , т.е. 1i it t t   ;    (13.1) 

    0i i ix t J x t  ,     0i ix t  ,  1,2,...i  ;   (13.2) 

  00x x .        (13.3) 

 Ще използваме условията: 

H13.1. Съществуват константи 0
iLipfC   такива, че 

     ', '' ' '' ' ''
ii i Lipfx x G f x f x C x x      , 1,2,...i  . 

H13.2. Съществуват константи 0
if

C   такива, че 

   
ii fx G f x C    , 1,2,...i  . 

H13.3. За всяко 1,2,...i   решенията на задачата (13.1), (13.3) съществуват и са единствени в R . 

H13.4. За всяко 1,2,...i   решенията на задачата (13.1), (13.3)  са равномерно Липшицово 

устойчиви. 

H13.5. Функциите  1 ,i iC D R  . Множествата   ; 0i i ix D x     . 
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Съществуват константи 
,

0
i igrad f

C


  такива, че 

      ,
,

i i
i i i grad f

x grad x f x C


    , 1,2,...i  . 

H13.6. Множествата i , 1,2,...i  , са свързани. 

H13.7. Изпълнени са включванията \i i G    , 1,2,...i  . 

H13.8. Съществуват константи 0
i

C   такива, че 

     . ,
ii i ix D x C x      , 1,2,...i  . 

H13.9. Съществуват константи 0
iLipC    такива, че 

     ', '' ' '' ' ''
ii i Lipx x G x x C x x       , 1,2,...i  . 

H13.10. Съществуват константи 
1

0
iDC

  такива, че: 

   
11 1 ii i Dx D G x C
      , 1,2,...i  . 

H13.11. Функциите  1, \i i iJ C G D   , 1,2,...i  . 

H13.12. Областта G  е p -изпъкнала и ограничена или ограничено-свързана. 

H13.13. Редът 1

1 1

1

i

i i

D

i
f Lip

C

C C 



 



  е разходящ. 

Дефиниция 13.3. [Dishliev 17]. Ще казваме, че решението  0;x t x  на задачата (13.1), 

(13.2), (13.3) зависи непрекъснато от началната точка, ако 

  0 0x G const      

  0 0const T const       

    * *

0 0 0 0, , , 0 : ,x T x G x x            

   *

0 0; ; , 0 , , 1,2,...ix t x x t x t T t t i         . 

Теорема 13.4. Нека са изпълнени условията H13.1 - H13.13. 
Тогава решението на задачата (13.1), (13.2), (13.3) зависи непрекъснато от началната 

точка. 
Теорема 13.6. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H13.1 - H13.13. 

2. Съществува множество H  такова, че: 

2.1. H  е затворено и H G ; 

2.2.     0 0;x H t R x t x H      . 

2.3.  k N   такова, че множеството kH   е изпъкнало. 

3. Валидни са равенствата: 

    ,i k if x f x x G   ;  i k iD D  ;      ,i k i ix x x D    ;      ,i k i iJ x J x x   , 

където 1,2,...i  . 

4. Валидно е равенството   ,k kJ x x x  . 

Тогава съществува начална точка 0 kx H   такава, че решението на задачата (13.1), 

(13.2), (13.3) е периодично с период kt . 

Доказателството за съществуване на периодично решение е осъществено с помощта на 
теоремата за неподвижната точка на Brouwer.  

Резултатите от последните две теореми са пренесени върху линеаризирания модел с 
импулсни въздействия на Lotka-Volterra. 

Глава 14. Представен е обобщен математически модел на съобщество от тип жертва-
хищник от вида на Lotka-Volterra. Новото в този модел, което съществено изменя закона на 
развитие на съобществото, е в следните направления: 
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- Биомасата на жертвата и хищника е подложена на дискретни във времето външни въздействия. 
Тези въздействия са свързани с отнемане или (в редки случаи) добавяне на биомаса. Промените 
на количеството на биомасата се извършва моментално под формата на импулси; 
- Съвместно и едновременно с въздействията върху биомасата се извършва и рязка – 
скокообразна промяна в скоростта на изменението на биомасите на обществото. Това се 
осъществява с промяна на параметрите на развитие (реално с промяна на структурата на 
моделиращата система). 

Обобщената версия на класическия модел на Lotka-Volterra се описва с помощта на 
диференциални уравнения с променлва структура и импулсни моменти от клас Б3. Както казахме 
по-горе, моментите на импулсните смущения и моментите на прекъсване на дясната страна 
съвпадат. Множеството на превключване е разположено във фазовата равнина и представлява 
лъч с начало устойчивата неподвижна точка на системата на Lotka-Volterra. 

Разглеждаме следната начална задача за системи диференциални уравнения с 
променливи структура и импулсни въздействия, които са в нефиксирани моменти: 

        1 1 1

1, , , ;i i i i i i

dm
f m M m r q M m t M t t t t

dt
         (14.1) 

        2 2 2

1, , , ;i i i i i i

dM
f m M M r q m m t M t t t t

dt
         (14.2) 

         0 , , ;i i i i i im t g m t m t M t        (14.3) 

      00

10 , , , 1,2,... ;i i i i iM t M m t M t i        (14.4) 

   0 00 , 0 ,m m M M         (14.5) 

където: 

-   0m m t   и   0M M t   са биомасите на жертвата и хищника в момента 0t  ; 

-  
2 1

00 00
2 1, ,i i

i i
i i

r r
m M

q q

 
  
 

; 

- 1 2, ,...   са превключващите множества,   00 00, ; , ,i i im M m m M M     1,2,...;i   

По-нататък чрез 
,maxc

im  и 
C,max

im  ще означаваме по-големите решения съответно на 

уравненията 
2 2 2

2 2 2 2
ln 1 lni i i

i i i i

r r r c
m m

q q q q

 
    

 
   и   

2 2 2

2 2 2 2
ln 1 lni i i

i i i i

r r r C
m m

q q q q

 
    

 
. 

Аналогично, константите 
,minc

im  и 
C,min

im  са по-малките решения на последните две уравнения. 

Въвеждаме следните множества: 

  , ,max ,max ,max 00 ,, ; , , 1,2,...c C c C c C

i i i i im M m m m M M G i       ; 

  , ,min ,min ,min 00 ,, ; , , 1,2,... .c C C c c C

i i i i im M m m m M M G i        

Ясно е, че превключващите множества 
, , ,max , 1,2,... .c C c C

i i i i     

Въвеждаме следните условия: 

H14.1. Съществува номер 0k N , такъв че 

0 0 0 0

1 1 2 2 1 1 2 2; ; ; , 1,2,... .k i i k i i k i i k i ir r r r q q q q i         

H14.2. Функциите 
, ,max ,c C

i ig C R    , 

   , ,max ,min ,min

1 1;c C C c

i i i ig m m m m      

и за всяко 
0

, ,maxc C

km , е изпълнено 

   
0

, 1,2,... .k i ig m g m i    

Използвайки теоремата на Brouwer за неподвижната точка са намерени достатъчни 
условия за съществуването на периодично решение. 

Теорема 14.1. Нека са в сила условията H14.1 и H14.2. 
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Тогава системата (14.1) - (14.4) има поне едно периодично решение с начална точка 

 0 0,m M , която принадлежи на 
, ,min

1

c C  и период  
0 0 0 0,k kT t t m M  . 

Глава 15. Представените в главата изследвания се отнасят до създаване и изучаване на 
математически модел на количеството на информация в паметта. Тази информация е свързана с 
даден клон от човешкото познание. Създаването на модели винаги е свързано с пренебрегване на 
част от факторите, които оказват влияние върху изследвания обект. Тези ограничения в 
коментираната глава са под формата на хипотези: 
- Информацията (отнасяща се до частта от човешкото познание) има количествено измерение; 
- Количеството на информация има осреднен характер и е свързано с капацитета на 

идеализиран осреднен абстрактен индивид; 
- Изменението на количеството на информация във всеки момент t  е пропорционално на обема 

на информацията в паметта. Коефициентът на пропорционалност, който дава връзката между 
скоростта на изменение на информацията и нейното количество, е променлив във времето. 

По-точно, той е функция на 0t t , т.е. на времето, което е изминало от началния момент 0t  до 

настоящия момент t ; 

- изходните данни и произтичащите от тях резултати са осреднени. 
В главата е установено, че съответната моделна начална задача има вида 

   0 0 0,
dI

t t I I t I
dt

   .     (15.1) 

Тук  0t t    е променливия коефициент на пропорционалност, а 0I  е началното количество 

на информацията в паметта. 
Решение на горната моделна начална задача (15.1) е функцията 

    
0

0 0 0 0; , exp
t

t
I t t I I t d    . 

Въвеждаме условията: 

H15.1. Функцията  0, ,C R     . 

H15.2.  
0

0d A const  


   . 

H15.3. Изпълнено е  lim 0
t

t


 . 

Дефиниция 15.1. Ще казваме, че количеството на информацията в паметта се изменя 
асимптотично слабо, ако 

    0 0 0 0t R I R t          

  0 0 0, , , :T T t I t t     

     1 2 2 1 2 0 0 1 0 0, ; ; , ; ,t t T t t t I t t I I t t I         . 

 Основните резултати са формулирани в теоремата: 
Теорема 15.1. Нека са валидни условията H15.1 - H15.3. 
Тогава количеството на информацията: 

- се изменя асимптотично слабо; 
- е равномерно Липшицово устойчиво; 
- е равномерно устойчиво. 

Глава 16. Създаден е импулсен математически модел (от клас Б1) на изменение на 
количеството на информацията в паметта на абстрактен представителен индивид при наличие на 
дискретни „мигновени“ обучения (попълвания на информацията). Попълванията на информацията 
се осъществяват в планирани, предварително фиксирани кратковременни интервали от време. 
Продължителността на обученията е сравнително малка и може да приемем, че се извършва 
импулсивно. Предложени са няколко лесно проверяеми ограничения, които гарантират, че 
количеството на информацията зависи непрекъснато от количествата на многократните нейни 
попълвания. 

Началната задача, моделираща динамиката на количеството на информацията в паметта 

при 0t t , има вида 

  1, ,i i i

dI
t t I t t t

dt
            (16.6) 
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       0 1 , . , 1,2,...,i i i i iI t I t I t I t i         (16.7) 

 0 0I t I .         (16.8) 

Решението на задачата (16.6), (16.7), (16.8) се дава с формулата 

 

  
  

  

0

1

0 0 0 1

1 1 1 2

0 1 0

1

exp , ;

exp , ;

; , ,..., , , ................................

exp , , 2,3,...;

.................................,

i

t

t

t

t

t

i i i i
t

I t d t t t

I t d t t t

I t t t I

I t d t t t i

  

  

 

  







   


   



 


   










 

където за константите 1 2, ,...I I 
 са валидни равенствата: 

     1 1 1 0 0 1 0 01 , ; , , . ; , ,I t I t t I I t t I     ; 

     0 1 1 0 0 1 1 01 , ; , ,..., , , , . ; , ,..., , , , , 2,3,...i i i i i iI t I t t t t I I t t t t I i    

    . 

Ще използваме следните условия: 

H16.1. Коефициентът ,C R R      . 

H16.2. Коефициентът   удовлетворява ограниченията: 

H16.2.1. Функцията   е положителна, т.е. : R R R     ; 

H16.2.2. Функцията   е Липшицова е по втория аргумент с константа 0L  , т.е. 

        , ' , , '' , ' , '' ' ''t I t I R R t I t I L I I         ; 

H16.2.3. Функцията   е ограничена отгоре с константа max 0  , т.е. 

     max, ,t I R R t I       . 

H16.3. Импулсните моменти (моментите на дискретно приемане на информация) 1 2, ,...t t  не 

притежават точка на сгъстяване, т.е. lim i
i

t


  . 

Дефиниция 16.1. Ще казваме, че количеството на информация в паметта зависи 
непрекъснато относно кратковременни дискретни попълвания, ако 

  0 0T     

   0 1 2 0 1 2 00 , ,...; ... 0t t t t t t I         

  , 2C R R H         

  0 1 0, , , ,..., , , 0 :T t t I        

      * *2; , , , ,H t I t I t I R R            

   *

0 1 0 0 1 0 0 0; , ,..., , , ; , ,..., , , ,I t t t I I t t t I t t t T          . 

Теорема 16.1. Нека са валидни условията H16.1 – H16.3. 
Тогава количеството на информацията зависи непрекъснато относно кратковременните 

дискретни попълвания. 
Глава 17. Изучен е дългосрочен процес на изменение на информацията в паметта на 

абстрактен обобщен индивид със следните специфични особености: 
- Количеството на информацията в паметта през изучавания период е не по-малко от фиксиран 
критичен минимум; 
- Попълването на информацията се осъществява чрез последователни във времето 
„кратковременни и дискретни“ обучения. 
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Създаден е математически модел на динамиката на количеството на информацията с 
помощта на импулсни диференциални уравнения с променливи моменти на импулсни въздействия 
от клас Б3. Посочени са подходящи условия, при които количеството на информацията зависи 
непрекъснато от началната точка и критичния минимум на информацията. 

Началната задача, моделираща динамиката на количеството на информацията в паметта 

при минимална стойност на информацията minI , има вида: 

    min, ,i

dI
t t I I t I

dt
      т.е. 1i it t t   ;      (17.8) 

  miniI t I ;           (17.9) 

      0 1 . , 1,2,...i i iI t t I t i    ;     (17.10) 

 0 0I t I .         (17.11) 

За решението на задачата (17.8) - (17.11) получаваме 

 

  
     

     

0

1

0 0 0 1

1 min 1 1 2

0 0 min

min 1

exp , ;

1 exp , ;

; , , , , ................................

1 exp , , 2,3,...;

.................................

i

t

t

t

t

t

i i i i
t

I t d t t t

t I t d t t t

I t t I I

t I t d t t t i

  

   

 

    

   


    



 


    










 

Ще използваме следните условия за параметрите на задачата (17.8) - (17.11): 
H17.1. Коефициентът   удовлетворява ограниченията: 

H17.1.1. Функцията ,C R R      ; 

H17.1.2. Изпълнено е   0
lim

t

t
d  


  ; 

H17.1.3. Функцията   е ограничена отдолу, т.е. 

      min min0 : 0const t t         ; 

H17.1.4. Функцията  е Липшицова с константа L , т.е. 

     * ** * ** * **, 0t t t t L t t       . 

H17.2. Коефициентът   удовлетворява ограниченията: 

H17.2.1. Функцията ,C R R      ; 

H17.2.2. Функцията   е ограничена отдолу, т.е. 

      min min0 : 0const t t         . 

H17.2.3. Функцията   е Липшицова с константа L , т.е. 

     * ** * ** * **, 0t t t t L t t       . 

Дефиниция 17.1. Ще казваме, че количеството на информация в паметта зависи 
непрекъснато от началното условие и нейната критична стойност, ако 

   0 0 0T        

   0 0 min min 00 0 , 0t I I I I        

  , ,C R R C R R               

  0 0 min, , , , , , , 0 :T t I I         
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* * * *

0 0 0 0 0 0

* * * *

min min 0 min 0

0, 0,

, 0 ,

t t t I I I

I I I I I

 



       

    
 

   * * *

0 0 min 0 0 min; , , , , ; , , , , ,I t t I I I t t I I        

при 0 0t t t T    и , 0,1,...it t i   . 

 Интересни са следните две помощни теореми, които имат самостоятелен характер: 
Теорема 17.1. Нека са валидни условията H17.1.1, H17.1.2 и H17.2.1. 

Тогава решението  0 0 min; , , , ,I t t I I    на задачата (17.8) - (17.11) достига критичната 

стойност 
minI  безбройно много пъти в моментите 

1 2, ,...t t . 

Теорема 17.2. Нека са валидни условията H17.1.1, H17.1.2, H17.1.3, H17.2.1 и H17.2.2. 

Тогава моментите на дискретно приемане на информация 1 2, ,...t t  не притежават точка на 

сгъстяване, т.е. lim i
i

t


  . 

 Важен и централен резултат е теоремата: 
Теорема 17.3. Нека са валидни условията H17.1 и H17.2. 
Тогава количеството на информация зависи непрекъснато от началното условие и нейната 

критична стойност. 
Глава 18. Изучава се модел, описвщ изменение на количеството на информацията в 

паметта при наличие на кратковременни обучения (виж модела в глава 16). Допълнително 
предполагаме, че импулсните моменти (моментите на попълване на информацията) са 
произволни, т.е. моделиращото уравнение с импули е от клас Б5. Разглеждат се два конкретни 
модела (решения на две начални задачи за импулсни уравнения), като различията са в: 
- броя на попълванията на информацията (брой импулсни въздействия); 
- моментите на попълване на информацията (импулсните моменти); 
- големините на попълненията (големини на импулсните въздействия). 
Сравняват се количествата на информацията в двата различни модела при достатъчно времево 
отдалечаване от начлния момент. 

Началната задача за диференциални уравнения с импулси, която моделира динамиката на 
количеството на информацията в паметта, има вида: 

 1 1, ;i i i i

dI
t t I t t t

dt
           (18.3) 

  , 1,2,...;i iI t I i         (18.4) 

 0 0I t I .        (18.5) 

Нейното решение означаваме с  0 1 0 1; , ,..., , ,...I t t t I I . 

Ще използваме следните условия: 

H18.1. Функциите 1, 1,2,...i i   , са непрекъснати и приемат отрицателни стойности при 0t  . 

H18.2. Изпълнено е  1lim 0, 1,2,...i
t

t i 


  . 

H18.4. Съществуват положителни константи minI  и maxI , такива, че са валидни неравенствата 

1 min 2 minI , I ,...I I   и 1 max 2 max, ,...I I I I   . 

H18.5. Валидни са неравенствата 

max
1

min

ln , 1,2,...i i

I
A A i

I
   . 

Теорема 18.1. Нека са изпълнени са условията H18.1 и H18.2. 
Тогава: 

- за всеки краен брой импулсни въздействия i ; 

- за всеки две крайни редици от импулсни моменти 
* * *

0 10 ... it t t     и 
** ** **

0 10 ... it t t    ; 

- за всеки две крайни редици от импулсни въздействия 
* * *

0 10, 0,..., 0iI I I    и 

** ** **

0 10, 0,..., 0iI I I   , 

за които е изпълнено 
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 * * * * * * * * *

0 1 1 0 1 1; , ,..., , , ,...,i i i i iI I t t t t I I I I

    

       ** ** ** ** ** ** ** ** **

0 1 1 0 1 1; , ,..., , , ,...,i i i i iI t t t t I I I I I 

     

съществува константа  * **, max , ,i iT T t t  такава че за всяко t T  е изпълнено 

   * * * * * * ** ** ** ** ** **

0 1 0 1 0 1 0 1; , ,..., , , ,..., ; , ,..., , , ,...,i i i iI t t t t I I I I t t t t I I I . 

Теорема 18.2. Нека са изпълнени са условията H18.1 и H18.2. 
Тогава: 

- за всеки краен брой импулсни въздействия i ; 

- за всяка крайна редица от импулсни моменти 0 1 10 ... it t t     ; 

- за всеки два импулсни моменти 
*

1t  и 
**

it , 
* **

1i i it t t    

- за всяка крайна редица от импулсни въздействия 0 10, 0,..., 0iI I I   , 

съществува константа 
**, ,iT T t  такава че за всяко t T  е изпълнено 

   * **

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1; , ,... , , , ,..., ; , ,... , , , ,...,i i i i i iI t t t t t I I I I t t t t t I I I  . 

Теорема 18.3. Нека: 
1. Изпълнени са условията H18.1, H18.3, H18.4 и H18.5. 
2. Импулсните въздействия на задачата (18.3), (18.4), (18.5) са краен брой. 

Разглеждаме две решения на задачата (18.3), (18.4), (18.5): 

-  0 1 1 0 1 1; , ,... , , ,...,i iI t t t t I I I   с 1i   на брой импулсни въздействия; 

-  0 1 0 1; , ,..., , , ,...,i iI t t t t I I I  с i  на брой импулсни въздействия. 

Тогава: 

- за всяко i ; 

- за всяка крайна редица от импулсни моменти 0 10 ... it t t    ; 

- за всяка крайна редица от импулсни въздействия 0 10, 0,..., 0iI I I   , 

съществува константа , ,iT T t  такава че за всяко t T  е изпълнено 

   0 1 0 1 0 1 1 0 1 1; , ,..., , , ,..., ; , ,... , , ,...,i i i iI t t t t I I I I t t t t I I I  . 

Глава 19. Въведена е методика за приближено намиране на коефициента на съхранение 
на информацията в паметта на човека. Методът е реализиран в конкретен допустим тестови 
вариант. За целта се предвиждат провеждането и анализирането на множество тестове в 
подходящо избрани групи от студенти (обучаеми). 

Предложен е следният алгоритъм за намиране на коефициента на съхранение на 
информацията: 

Алгоритъм 19.2 

1. Определяме броя на наблюденията n ; 

2. Определяме моментите на провеждане на експериментите: 1 2, ,..., n   ; 

1. Определяме броя на участниците в наблюденията: 1 2, ,..., nk k k ; 

2. Определяме относителните тегла на участниците в наблюденията: 

111 12 1, ,..., k   , 
221 22 2, ,..., k   ,…, 1 2, ,...,

nn n nk   ; 

3. Определяме на частите на съхранената информация от участниците в експериментите: 

111 12 1, ,..., kp p p , 
221 22 2, ,..., kp p p ,…, 1 2, ,...,

nn n nkp p p ; 

4. Пресмятаме константите: 1 2, ,..., nI I I  по формулата 

1 1 2 2 ... , 1,2,...,
i ii i i i i ik ikI p p p i n       ;    (19.7) 

5. Пресмятаме константите: 1 1 2 2ln , ln ,..., n nA I A I A I   ; 

9. За табличната функция, зададена чрез Таблица 19.2, определяме вида на апроксимиращото 

параметричното семейство  , ,...a b  
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1  
2  . . . 

n  

1 1lnA I  2 2lnA I  . . . lnn nA I  

Табл. 19.2 

9. Определяме чрез метода на най-малките квадрати функцията  ; , ,...A t a b  , ,...a b  

(локализираме параметрите); 
10. Намираме приближението на търсената функция 

   ; , ,... ; , ,...
d

t a b A t a b
dt

  . 

Глава 20. Разглеждаме развитието на изолирана популация. Дискретно и многократно (под 
формата на импулси) от биомасата се отнема определено предварително фиксирано количество 

0I  . Очевидно става дума за популация, биомасата на която е полезна за човека. При 

отнеманията е възможно да се управляват следните параметри на процеса: 
Параметър 1: Брой отнеманията n ; 

Параметър 2: Моменти на отнеманията: 1 2 0 1 2, ,..., , ...n nt t t t t t t    ; 

Параметър 3: Обеми на отнеманията: 1 2 1 2, ,..., 0, 0,...I I I I  . 

Адекватно математическо уравнение, което моделира изменението на количеството на 
биомасата на изолираната популация при описаните в тази глава отнемания, е модификация 
(обобщение) на уравнението на Verhulst. По-точно, към класическото уравнение се добавят и 
импулсни въздействия от клас Б4. Естествено е (като се има предвид практиката) да се изискват 
следните ограничения: 

- Импулсните отнемания 1 2, ,...I I  са ограничени отдолу, т.е. съществува константа min 0I  , 

такава че min , 1,2,...iI I i  ; 

- Както казахме по-горе, сумата от количествата на биомасата е определена предварително, т.е. 

съществува (планирана) константа 0I  , такава че 1 2 ...I I I   . 

Поставя се задачата за оптимален избор на параметрите 1 – 3 (посочени по-горе) така, че 
времето за възпроизводство на отнетата биомаса да е минимално. 

В главата е установено, че оптималният режим на импулсните въздействия върху обема на 
популацията с цел добив на определено фиксирано количество биомаса се описва със следната 
начална задача за уравнения с импулси: 

  , ,i

dN
N K N t t

dt K


         (20.20) 

     | 0 , 1,2,...,
it t i i

I
N t N t N t i n

n


       ,  (20.21) 

  00N N ,        (20.22) 

където: 

- n  е най-голямото естествено число, което не надминава частното 
min

I
I

 ; 

- моментът 1t  определяме с помощта на формулата 

  

 
0

1

0

1
ln

K N nK I
t

N nK I





 



 

-  моментите на импулсни въздействия 2 3, ,..., nt t t  се определят по следния начин: 

1 1 . , 1,2,...,
ii i t i t tt t t t i i n         , 

където 
2

1
lnt

nK I

nK I




 
   

 
. 

Следователно 
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2 1

0

0

1
ln , 1,2,...,

i

i

K N nK I
t i n

N nK I







   
   

   

. 

 Нека динамиката на дадена популация се определя от началната задача за импулсното 
уравнение на Verhulst (20.20), (20.21), (20.22). Тогава при наложените по-горе ограничения, 
минималното време за възстановяване на биомасата е 

2
lnt

nK In
n

nK I





 


. 

Глава 21. Изучават се свойствата на решенията на нелинейни автономни диференциални 
уравнения с нефиксирани моменти на импулсни въздействия от клас Б4. 

Основен обект на изследване е следната начална задача: 

 
dx

f x
dt

 , ако   minx t X , т.е. 1 ;i it t t      (21.1) 

  min , 1,2,...;ix t X i        (21.2) 

    min0 ;i i i ix t x t I X I          (21.3) 

 0 0x t x ,        (21.4) 

Решението на изследваната задача с импулси (21.1), (21.2), (21.3), (21.4) означаваме с 

 0 0 1 2; , , , ,...impx t t x I I . 

Въвеждаме следните условия: 

H21.1. Функцията ,f C R R     . 

H21.2. Функцията f  е монотонно намаляваща при minx X . 

H21.3. Съществува положителна константа minI  такава, че всички импулсни въздействия са не по-

малки от нея. 

H21.4. За всяка начална точка    0 0 min, ,t x R X    решението на началната задача (21.5) 

съществува и е единствено за 0t t . 

Дефиниция 21.1. Нека константите min ,I I R

  и minI I . 

 Ще казваме, че импулсните въздействия 
* * *

1 2, ,..., kI I I  са допустими, ако са валидни 

неравенствата: 

1. 
* * *

1 min 2 min min, ,..., kI I I I I I   ; 

2. 
* * *

1 2 ... kI I I I    . 

Дефиниция 21.2. Нека константите min ,I I R

   и minI I . 

 Ще казваме, че импулсните въздействия 1 2, ,...,
opt

opt opt opt

kI I I  са оптимални, ако: 

1. 1 2, ,...,
opt

opt opt opt

kI I I  са допустими импулсни въздействия; 

2. 
1kopt

optt


 е моментът, в който интегралната крива   0 0 1, ; , , ,...,
opt

opt opt

imp kt x t t x I I  среща бариерното 

множество за  1optk  -ви път; 

3. 
* * *

1 2, ,..., kI I I  са произволни допустими импулсни въздействия; 

4 
*

1kt   е моментът, в който интегралната крива   * *

0 0 1, ; , , ,...,imp kt x t t x I I  среща бариерното 

множество за  1k  -ви път, 

5. Изпълнено е 
1

*

1kopt

opt

kt t
  . 

 Освен това броят на импулсните въздействия optk , решението  0 0 1; , , ,...,
opt

opt opt

imp kx t t x I I  и 

съответната интегрална крива също ще наричаме оптимални. 
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Дефиниция 21.3. Нека  * * *

0 0 1 2; , , , ,...imp kx t t x I I I  е решение, което е подложено на k  на 

брой импулсни въздействия. 

Тогава интервалът  * * * *

1 2 0 1, ,... ,k kJ I I I t t 
     се нарича максимален интервал на 

съществуване на интегралната крива в разширената фазова полуравнина, ако: 

1.     * * * * * *

1 2 0 0 1 2 min, ,... ; , , , ,...k kt J I I I x t t x I I I X    ; 

2.    * * * *

1 0 0 1 2 min; , , , ,...k kt t x t t x I I I X    . 

 Доказани са десетина теореми, в които се сравняват максималните интервали на 
съществуване на интегралните криви за различни решения. Тези разлики са свързани с различни 
импулсни въздействия. Всяка от доказаните теореми има самостоятелен интерес. Тук ще 
формулираме следните теореми: 

Теорема 21.5. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H21.1, H21.2 и H21.4. 

2. 1 2,I I R , 
*

1 2I I  и 
*

2 1I I . 

Тогава    * *

1 2 1 2, ,J I I J I I . 

Теорема 21.7. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H21.1, H21.2 и H21.4. 

2. 
* * *

1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nI I I I I I R ; 

3.    * * *

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nI I I I I I . 

Тогава    * * *

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nJ I I I J I I I  

Теорема 21.8. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H21.1, H21.2 и H21.4. 

2. 
*

1 1 2, ,I I I R  и 
*

1 1 2I I I  . 

Тогава    *

1 1 2,J I J I I . 

Теорема 21.9. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H21.1, H21.2 и H21.4. 

2. 
* *

1 2 1 2, , ,I I I I R , 
* *

1 2 1 2I I I I    и  * *

1 2 1 2

1

2
I I I I   . 

Тогава    * *

1 2 1 2, ,J I I J I I . 

Основният резултат в главата е следната теорема: 
Теорема 21.10. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H21.1 - H21.4. 

2. Сумата от всички импулсни въздействия е равна на I R

  . 

3. Константата n N  удовлетворява неравенствата min

1 1

1
I I I

n n
  


. 

4. Импулсните въздействия 1 2, ,..., nI I I  са допустими и 1 2

1
... nI I I I

n
    . 

5. Импулсните въздействия 
* * *

1 2, ,..., kI I I  са допустими, т.е. 
* * *

1 2, ,..., ,kI I I R  
*

1 min ,I I  

* *

2 min min,..., kI I I I   и 
* * *

1 2 ... kI I I I    . 

Тогава    * * *

1 2 1 2, ,..., , ,...,k nJ I I I J I I I . 

Разгледан е импулсен модел от фармакокинетиката, описващ изменението във времето на 
концентрацията на лекарствено средство в кръвта на пациент. Вливанията на лекарството се 
осъществяват импулсно в определени от лекуващия лекар моменти. Предполага се, че наличното 
лекарство е в ограничен обем. Освен това всяко вливане на лекарство (всяка „доза“) има 
ограничителен минимален обем. Получените теоретични резултати в предходния параграф са 
приложени върху описания модел. Намерено е оптимално лечение, при което терапевтичната 
концентрация на лекарственото средство в кръвта на пациента, е с максимална продължителност. 
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ИЗВОДИ 

 Както многократно беше казано, обикновените диференциални уравнения с променливи 
структура и импулсни моменти са адекватен математически апарат за моделиране на прекъснати 
процеси. Специфичните особеност на този вид уравнения водят да характерни и уникални 
свойства на техните решения. Ще посочим следните най-важни изводи, които следват от 
представената дисертация: 
1. При уравненията от тип Б2 (с импулсни моменти, съвпадащи с моментите, в които 

интегралната крива на диференциалното уравнение среща предварително зададени 
множества, които са разположени в разширеното фазово пространство) е възможно 
решението да не е продължимо от известен момент нататък. Например, когато интегралната 
крива среща една и съща импулсна хиперповърхнина безбройно много пъти и импулсните 
моменти са ограничени отгоре. Този ситуация се нарича „биене“. Поради различни причини, 
произтичащи от непродължимостта на решенията, е задължително да се намерят условия, 
гарантиращи отсъствието на феномена „биене“; 

2. При уравненията от тип Б3 (с импулсни моменти, които съвпадат с моментите, в които 
траекторията на диференциалното уравнение среща предварително зададени множества, 
разположени във фазово пространство) също е възможно решението да съществува до 
определен момент. Това се случва, когато моментите, в които траекторията среща импулсните 
множества, имат точка на сгъстяване. След тази точка решението не е дефинирано. При тази 
ситуация се казва, че решението „трепти“. В общия случай е необходимо да се избягват 
подобни ситуации, поради което се търсят условия за отсъствие на „трептене“ на решенията; 

3. При уравненията с произволни импулсни моменти (от тип Б5) задължително за импулсните 

моменти 1 2, ,...t t  се предполага съществуване на границата lim i
i

t


  . Причината посочихме в 

предходните две точки; 
4. Единствеността на решенията на диференциалните уравнения (без импулси) е един от 

фундаменталните въпроси на теорията. При уравненията с импулсни въздействия този въпрос 
се нуждае от допълнителни уточнения. Причина за това е, че в общия случай след импулсно 
въздействие траекторията (изобразяващата точка) на дадена начална задача попада върху 
траекторията на друга начална задача (за същото диференциално уравнение). Конкретно, нека 

 '

0 0' ; ,x t t x  и  ' '

0 0'' ; ,x t t x  са две решения на едно и също диференциално уравнение с 

импулси, съответно с начални точки  '

0 0,t x  и  ' '

0 0,t x . Освен това, нека 
' ' '

0 0x x  и съответните 

импулсни моменти 
'

it  и 
' '

it  удовлетворяват неравенството 
' ' '

i it t . Тогава е възможно 

        ' ' ' ' ' ' ' ' ''

0 0 0 0 0 0 0 0' 0; , ' ; , , ' ; , '' ; ,i i i i i ix t t x x t t x I t x t t x x t t x    . 

Последното равенство показва, че след момента 
'

it  двете решения съвпадат, т.е. имаме 

   ' ' ' '

0 0 0 0' ; , '' ; , , ix t t x x t t x t t  . 

Този ефект се нарича сливане на решения след импулсно въздействие. При изследванията 
задължително „се обръща внимание“ на този феномен, който за съжаление е неотстраним при 
уравненията с променливи импулсни моменти; 

5. За решенията  '

0 0' ; ,x t t x  и  ' '

0 0'' ; ,x t t x   ' ' '

0 0t t  на произволно автономно диференциално 

уравнение (без импулси) е валидно равенството 

   ' ' ' ' ' '

0 0 0 0 0 0' ; , '' ; , , 0x t t t x x t t t x t     , 

което се нарича свойство „автономност“. При импулсните автономни диференциални 
уравнения свойството автономност се губи. Причина за това са тъкмо импулсните 
въздействия. Моментите на тяхното осъществяване (или по-точно импулсните множества, чрез 
които се определят импулсните моменти) са предварително фиксирани във времето. 
Промяната на началния момент на съответната начална задача променя и импулсните 
моменти. Следователно, променя се решението - а именно след първия импулсен момент 
решението загубва автономността; 

6. За решенията на уравненията от класовете Б2, Б3 и Б5 е ясно, че импулсните моменти са 
функция на параметрите на съответната начална задача (начална точка, дясна страна, 
импулсни множества, бариерни криви, импулсни въздействия и т.н.). С други думи различните 

решения притежават различни импулсни моменти. Нека решението  'x t  притежава импулсни 
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моменти 
' '

1 2, ,...t t , а решението  ''x t  - 
' ' ' '

1 2, ,...t t . Както казахме, в общия случай имаме 

' '' ' '' ' ''

0 0 1 1 2 2, , ,...t t t t t t   . Ще отбележим, че в интервалите с краища точките 
'

it  и 
'' , 1,2,...,it i   

двете решения са подложени на различен брой импулсни въздействия. Това означава, че те се 
различават съществено (като големината на разликата е от порядъка на големината на 

импулсното въздействие с номер i ). Следователно, използваната мярка за разстояние между 

тези две решения трябва да се съобрази с този феномен; 
7. В настоящата дисертация са предложени два подхода за решаване на проблема, описан в 

предходната точка: 

- За мярката     ' , ''x t x t   при 
'

0t t T   имаме 

    ' '

0sup ' '' : ; , 0,1,...ix t x t t t T t t i        . 

С други думи, при конструирането на мярката   на разликата между решенията  'x t  и 

 ''x t  се игнорират интервалите с краища точките 
'

it  и 
'' , 1,2,...it i  ; 

- За мярката     ' , ''x t x t   имаме 

 ', ''H    , 

където  ,H A B  е Хаусдорфовото растояние между множествата A  и B , а '  и ''  са 

траекториите 

  '

0' ' ;x t t t T     и   ' '

0'' '' ;x t t t T    . 

Всеки един от двата варианта има положителни и слаби страни; 
8. Използването на Хаусдорфовата метрика между траекториите на диференциалните уравнения 

с променливи импулсни моменти е съпътствано с прецизирането и намиране на някои 
свойства на това разстояние в случая, когато множествата са прекъснати криви. В общия 
случаи дефиниционните множества на кривите се различават. Различни са и съответните 
точки на прекъсване; 

9. Когато решението не е продължимо до безкрайност поради кондензация на импулсните 
въздействия (в случаите, когато импулсните моменти притежават точка на сгъстяване, виж 
предходните точки 1, 2 и 3) се казва, че то „загива“ поради импулсните въздействия. Нека 

решението загива и точката на сгъстяване на импулсните моменти е T . Тогава решението 

съществува в интервала  0 ,t T . В този случай е възможно в произволен времеви интервал 

 0

0 0, ,t t t T     да се изучават различни типове непрекъсната зависимост на решенията 

(например - относно началната точка, дясната страна, импулсните въздействия и т.н.). 

Основните трудности произтичат от факта, че във въпросния интервал 
0

0 ,t t    различните 

решения притежават различен брой импулсни въздействия. Ще отбележим, че е в този случай 

импулсните моменти на две дадени решения във фиксирания интервал 
0

0 ,t t    може да се 

различават с произволен брой. Нещо повече, при нарастване или намаляване на дължината 

на интервала 
0

0 ,t t    броят на импулсните моменти за всяко от решенията също се променя; 

10. При диференциалните уравнения с променливи структура и импулсни моменти е възможно 

при някои начални точки (например 
'

0x , разположени във фазовото пространство, т.е. 
'

0x D ) 

импулсното множество D  да е достижимо, т.е. съответната траектория  

    '

0 0 0 0' ' ; , ;x t t x t t t t    , 

която стартира от точката  '

0 0,t x  да пресича импулсното множество или ' .   Точно 

обратното, при други начални точки 
''

0x D  импулсното множество не е достижимо (за всяко 

0t t ), т.е. траекторията 

    ' '

0 0 0 0'' '' ; , ;x t t x t t t t     
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не пресича   или ''   . Всички точки от типа на 
'

0x  образуват така нареченото 

достижимо множество от начални точки. Когато достижимото множество съвпада с D , то 

фазовото пространство D  се нарича тотално достижимо. При изследванията, свързани с 
качествата на решенията на диференциалните уравнения с променливи структура и импулсни 
моменти е удобно (а в някои случаи е задължително) да се предполага, че фазовото 
пространство е тотално достижимо множество от начални точки. Това предположение 
гарантира, че всяка траектория на уравнението достига до импулсното множество, т.е. всяко 
решение е подложено на импулсно въздействие. В този случай е коректно да се изследват 
решенията за различни асимптотични качества; 

11. Импулсните въздействия служат като инструмент за поддържане на определени (естествено 
неприсъщи) качества на решенията. Например, такива качества са ограниченост на решенията 
(или ограниченост по част от координатите на решението); периодичност; устойчивост относно 
параметрите на съответната начална задача, поддържане на решението над минимално 
допустими граници и т.н. В тези случаи много често поради технически причини е наложително 

решението за всяко 0t t  да се намира между две повърхнини - така наречените „бариерни 

повърхнини“. Импулсните въздействия се реализират при пресичане на бариерните 
повърхнини и са с посока и големина гарантиращи, че решението остава след импулса в 
множеството между повърхнините. Изборът на повърхнините, конструирането на моделното 
уравнение, определяне на моментите и големините на импулсните въздействия представляват 
елемент на управление на динамичните процеси; 

12. Както се вижда от дефинициите на уравненията с импулсни въздействия, параметрите им 
които ги определят, са повече отколкото при уравненията без импулси. Например специфични 
параметри за импулсните уравнения са: импулсните моменти, импулсните въздействия, 
импулсните множества и др. Поради тази причина са налице нови видове непрекъсната 
зависимост и устойчивост на решенията относно изброените по горе специфични параметри. 
Тази особеност дава възможност и изисква въвеждането и изследването на специфични 
качества на решенията на диференциалните уравнения с променлива структура и импулси; 

13. Често импулсните диференциални уравнения са единственият съответен математически 
апарат, чрез който е възможно да се моделират и изследват редица динамични процеси. Тук 
като пример ще посочим изучаването на количеството на информацията в паметта при 
наличие на кратковременни обучения (които можем приблизително да приемем, че се 
извършват мигновено и скокообразно под формата на импулси). От практическа гледна точка е 
важно и полезно да се сравнява количеството на информация в паметта (на един и същи 
индивид) при различни схеми на обучение. Полезно е да се изготви подходяща програма на 
обучението, при която количеството на информацията не трябва да достига под определен 
минимум. Също така е възможно този процес да се оптимизира. По-точно с минимален брой 
допълнителни обучения, разположени оптимално във времето, да се достигне максимално 
дълъг период от време, при който информацията е над изискуем минимум. Интересен е 
моделът при променливо (във времето) минимално изискуемо количество на информацията. 
Естествено е да се предполага, че този минимум расте във времето. По този въпрос досега не 
са публикувани научни изследвания; 

14. Уравненията с импулсни въздействия от тип Б4 (с импулсни моменти, съвпадащи с моментите, 
в които решението минимизира предварително зададен функционал) са полезни при решаване 
на определени оптимизационни задачи. Обикновено при тези процеси управлението е 
подчинено на човека. Тук средствата на оптимизация (управление) се свеждат до три: 
- Избор на броя на импулсните моменти; 
- Избор на разположението на моментите на импулсно въздействие; 
- Избор на големините на импулсните въздействия. 
Целта (или конкретно - целевата функция) е свързана с намирането на параметрите на 
екстремалната стойност на даден функционал, изразяващ определено качество на изучвания 
процес. 
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

В настоящия дисертационен труд са получени следните по-важни резултати: 
1. Изследват се следните качества на решенията на уравнения от клас Б3, т.е. с импулсни 

моменти, които съвпадат с моментите, в които траекторията на диференциалното уравнение 
среща предварително зададени множества, разположени във фазово пространство: 
- равномерно финално ограничени решения (Въведени са редици от функции на Ляпунов); 
- непрекъсната зависимост на решенията при постоянно действащи смущения (Допуска се 

променлива структура на уравненията. Импулсните или по-общо превключващите 
множества съвпадат с контура на фазовото множество. Смущенията са както в началната 
точка на съответната начална задача, така и във всяка дясна страна на уравнението). 

2. Изследват се следните качества на решенията на уравнения от клас Б2, т.е. с импулсни 
моменти, съвпадащи с моментите, в които интегралната крива на диференциалното уравнение 
среща предварително зададени хиперповърхнини, разположени в разширеното фазово 
пространство: 
- условия за отсъствие на феномена „биене“; 
- равномерна устойчивост на нулевото решение относно импулсните въздействия. 

3. Въведена, използвана и изследвана е Хаусдорфовата метрика между решенията на 
диференциални уравнения с импулси от клас Б1 и Б3. Резултатите се отнасят за: 
- Хаусдорфово разстоянието между произволни прекъснати криви; 
- орбитална Хаусдорфова непрекъсната зависимост на решенията на уравнения от клас Б1 

по отношение на разликата между импулсните моменти; 
- въведен е термина орбитална гравитация на решенията на уравнения без импулси 

(Проведени са изследвания за съществуване на гравитация); 
- орбитална Хаусдорфова устойчивост на решенията на уравнения от клас Б3 по отношение 

на началното условие. 

4. Изучават се уравнения от клас Б3. Изследва се случая, когато импулсните моменти 
1 2, ,...t t  

притежават точка на сгъстяване T  и следователно не са продължими надясно от T . Тези 
решения се наричат загиващи. Намерени са: 
- условия за загиване на решенията (Още се казва, че имаме феномена „трептене“ на 

решенията); 
- непрекъсната зависимост относно началните условия и превключващите функции на 

загиващи решения; 
- непрекъсната зависимост относно началните условия и импулсните въздействия. 

5. Изследват се качества на решенията на автономни диференциални уравнения без импулси. 
Постигнати са резултатите: 
- изучени са основни свойства на специален клас интегрални многообразия; 
- въвежда се понятието функция на достижимост и се изследват нейната непрекъснатост и 

ограниченост; 
- въвеждат се и се изучават тотално достижими множества. 

6. Изследват се автономни диференциални уравнения с променлива структура и импулсни 
въздействия в променливи моменти от клас Б3. Установени са: 
- непрекъсната зависимост на решенията относно началната точка; 
- съществуване на периодични решения. 

7. Създаден е и се изследва математически модел на изменението на количеството на 
информация в паметта на човека при отсъствие на допълнителен, интензивен, външен, 
„кратковременен“ прием на информация. Изучени са въпросите: 
- асимптотично слабо изменение на количеството на информацията (терминът е нов); 
- равномерна Липшицова устойчивост; 
- равномерна устойчивост. 

8. Въведен е и се изследва математически модел на изменението на количеството на 
информация в паметта на човека при отсъствие на допълнителен прием на информация. 
Изследванията са свързани с: 
- непрекъсната зависимост на количеството на информацията относно обема на 

многократните попълвания; 
- създаване на математически модел при изискване за критичен минимум на информацията 

в паметта; 
- непрекъсната зависимост на количеството на информацията относно началната точка и 

критичния минимум на информацията; 
- сравняване на количествата на информацията в два различни модела (Различията са в 

моментите на прием на информацията и в обема на предоставената информация); 
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- приблизително намиране на коефициента на съхранение на информацията в паметта на 
човека. 

9. Конструират се уравнения от клас Б4, т.е. с импулсни моменти, при които решението 
минимизира предварително зададен функционал. Постиженията се отнасят до: 
- дефиниран е оптимален режим на възстановяване на биомасата на изолирана популация 

(Получени са моментите, в които се осъществяват отнеманията и големините на 
отнеманията в оптималния режим на възстановяване); 

- дефинирана е оптимална траектория на уравнение от клас Б3 (При направените 
изследвания целевата функция е времетраенето на допустимите стойности на решението); 

- намерени са импулсните моменти и големините на импулсните въздействия на 
оптималната траектория. 

10. Конструирани са множество обобщени модели с променлива структура и импулсни 
въздействия, илюстриращи теорията в настоящия труд. Ще отбележим: 
- обобщен математически модел на Gompertz; 
- обобщен математически модел на Verhulst; 
- обобщен математически модел на Lotka-Volterra; 
- обобщен математически модел на Miller; 
- трептене на материална точка; 
- математически модел от фармакокинетиката и др. 
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