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За удобство означенията и номерацията в автореферата и дисертационния труд
са идентични.

Глава 0. Увод
Описание  на  основните  математически  обекти,  изследвани  в

дисертацион-ния  труд:  Разгледаните  и  изучавани  в  дисертационния  труд
математически проблеми се отнасят към фундаменталната и качествената теория на:
- системите автономни диференциални уравнения;
- системите автономни диференциални уравнения с променлива структура и импулси.

В  този  параграф  на  увода  са  разгледани  по-подробно  вторият  тип  системи
диференциални уравнения, който е сравнително по-непопулярен. Освен това, вторият
тип системи включва в себе си първия тип. Ще отбележим, че промяната на структурата
и  импулсните  въздействия  се осъществяват  едновременно в  едни и същи моменти,
които се наричат моменти на превключване (виж например монографията [145]).

Един  от  възможните  критерии  за  класификация  на  този  тип  уравнения  (с
променлива  структура  и  импулси)  е  по  начина  на  определяне  на  моментите  на
превключване. Съгласно този критерий са се обособили няколко класове, от които тук
ще посочим следните:
1 клас. Моментите на превключване са предварително фиксирани. Този клас уравнения
е най-популярен и най-пълно изучен (виж  [8],  [9],  [10],  [26],  [171],  [187],  [242],  [258]  и
[259]);
2  клас. Моментите  на  превключване  съвпадат  с  моментите,  в  които  траекторията
анулира предварително зададени функции, дефинирани във фазовото пространство на
системата  от  автономни  диференциални  уравнения.  Тези  функции  се  наричат
превключващи (виж [143], [146], [147], [148], [154]; [199], [200] и [201]);
3 клас. Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които траекторията среща
предварително зададени множества (с възможно най-обща структура). Тези множества
са дислоцирани във фазовото пространство на системата и се наричат превключващи
(виж [97], [131], [132] и [235]);
4 клас. Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които интегралната крива
на  изучаваната  система  анулира  предварително  зададени  функции,  дефинирани  в
разширеното фазовото пространство на системата (виж [59], [60], [78] и [165]);
5 клас. Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които интегралната крива
среща  предварително  зададени  множества,  разположени  в  разширеното  фазово
пространство  на  системата.  Най-често,  тези  множества  представляват  фамилия
непресичащи се хиперповърхнини  (виж  [74],  [80],  [83],  [106],  [107],  [108],  [126],  [134],
[135], [141] и [246]);
6  клас. Моментите  на  превключване  съвпадат  с  моментите,  в  които  решението
минимизира (максимизира) дадена функция или функционал (виж  [32],  [57],  [58],  [59],
[60], [76], [77], [156], [157], [236], [256], [277], [280], [288] и [309]);
7 клас. Превключващите моменти имат случаен характер (виж [24], [254], [284] и [285]) и
др.

В  дисертационния  труд  се  изучават  системи  диференциални  уравнения  от
посочения по-горе 2 клас. По-подробно, тези системи включват следните обособени и
взаимносвързани елементи:
1. Съвкупност от системи нелинейни автономни обикновени диференциални уравнения,
описващи непрекъснатите етапи от динамиката на моделираните процеси. Системите
имат вида:

( ) , 1, 2,...i

dx
f x i

dt
= = ,

където:

-  функциите 1 2, ,... , nf f C G R ∈   ,  т.е.  десните  страни  на  горните  системи  са

непрекъсна-ти функции в дефиниционното си множество,
- фазовото пространство G  е непразна област (отворено и свързано множество) от nR ,
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- съответните начални задачи на горните системи притежават единствени решения в G ;
2. Условия  за  последователно  определяне  на  моментите  на  превключване.  В  тези
моменти, както казахме по-горе, се извършва смяната на структурата на системата от
диференциални  уравнения  (по-точно  извършва  се  смяна  на  дясната  страна)  и
едновременно  с  това  се  реализират  импулсните  въздействия  върху  решенията.
Моментите  на превключване  са последователни решения  на системи от  алгебрични
уравнения, които имат вида:

( )( ) 0i x tϕ = , 1,2,...i = ,

където  ( )x t  е  решението  на  съответната  система  диференциални  уравнения,  а

функциите  1 2, ,...ϕ ϕ  са предварително зададени и се наричат превключващи функции.
Както  споменахме,  те  са съответни  на  елементите  на дясната  страна  на  системата

1 2, ,...f f .  Превключващите  функции са непрекъснати в  дефиницинните  си множества

1 2, ,...D D ,  които  са  част  от  фазовото  пространство  G .  С  други  думи,

[ ], ,i i iC D R D Gϕ ∈ ⊂ ,  1,2,...i = .  Моментите  на  превключване  означаваме  с  1 2, ,...t t .

Изпълнени са равенствата:

( )( ) ( )( )1 1 2 20, 0,...x t x tϕ ϕ= = ;

3. Импулсни  функции,  които  определят  големините  (и  посоките)  на  импулсните
въздействия. Тези въздействия аналитично се описват както следва:

( ) ( )( )0 , 1,2,...i i ix t J x t i+ = = .

Импулсните  функции  1 2, ,...J J  са  непрекъснати  върху  съответните  превключващи

множества. Имаме , n
i iJ C R ∈ Φ  , където превключващите множества имат вида

( ){ }; 0 , 1,2,...i ix x iϕΦ = = = .

Решенията  на  съответните  начални  задачи  на  разглежданите  системи
диференциални уравнения са частично непрекъснати функции с точки на прекъсване от
първи род (това са точките 1 2, ,...t t ), в които решенията са непрекъснати отляво.

Специфични  особености  и  възникващи  трудности  при  изучаване  на
математическите  обекти  от  дисертацията:  Специфичните  особености,  свързани  с
изследването  на  системите  с  променлива  структура  и  импулси,  а  също  така  и
възникващите трудности при тяхното изучаване, са следните:
1. Прекъснатост  на  решението  на  съответната  начална  задача: Точките  на

прекъсване са от първи род, т.е. „скокът” е ограничен. Обикновено се предполага, че
решението е непрекъснато отляво в точките на импулсно въздействие;

2. Загиване на решение или наличие на ефекта „биене”: В тези случаи може да се
достигне  до ситуация,  при която превключващите  моменти на някое решение да
притежават  точка  на  сгъстяване.  Следователно,  решението  не  е  продължимо
надясно от тази точка. Това означава, че решението „загива”. Поради тази причина,
при  описаната  по-горе  ситуация,  не  може  да  се  изучават  различни  аспекти  на
качествената  теория  на  системите  диференциални  уравнения  с  променлива
структура и импулси. Като примери на качествени характеристики, които решенията
не  притежават  (в  описаната  по-горе  ситуация),  тук  ще  посочим:  различни
асимптотични свойства на решенията,  периодичност,  устойчивост,  еквивалентност
на решенията и др.;

3. Загуба  на  свойството  автономност: Независимо,  че  десните  страни  на
разглежданите системи не зависят от времето, т.е. системите са автономни, то се
оказва,  че  решенията  на  съответните  начални  задачи  са  функции  на  началния
момент,  което  означава,  че  свойството  автономност  се  “загубва”.  Действително,
лесно се съобразява, че решенията зависят от моментите на превключване. С други

4



думи,  всяко  решение,  в  зависимост  от  началната  точка,  притежава  специфични
(съответни само на него) моменти на превключване. Това се дължи на факта, че
превключващите моменти се получават като решения на алгебрични уравнения, в
които  участва  конкретното  решение.  По  този  начин  достигаме  до  извода,  че
решението зависи съществено от началния момент;

4. Сливане  на  решения: Обикновено  сливанията  се  осъществяват  след  импулсно
въздействие,  което  се  осъществява  върху  поне  едно  от  сливащите  се  решения.

По-конкретно, след импулсно въздействие върху решението ( )x t  в превключващия

момент it , точката ( ) ( )( )0i i ix t J x t+ =  попада върху тректорията на друго решение.

Следователно, след момента на превключване it  двете решения съвпадат;

5. Промяна  на  превключващите  моменти  при  промяна  на  началното  условие:
Различните  решения  (с  начални  условия,  които  не  съвпадат)  имат  различни
превключващи моменти, включително при едното от тези решения е възможно да
липсват превключващи моменти. Обикновено, такъв е случаят на нулевото решение,
което (по принцип) не е подложено на импулсни въздействия;

6. Промяна на превключващите моменти при смущаване на някои от елементите
на системата: В общия случай, решенията на изследваната начална задача и на
съответната  смутена  начална  задача  (при  едни  и  същи  начални  условия)  имат
различни  превключващи  моменти.  Този  ефект  се  наблюдава  при  смущения  в
превключващите  функции или превключващи множества.  Този  факт  означава,  че
съответните импулсни въздействия на основното и смутеното решение са различни
по големина и направление. Това също така означава, че двете решения (в общия
случай) се различават след първия превключващ момент;

7. Натрупване  на  грешки: Пертурбациите  и  неточностите  при  определяне  на
моментите на смяната на структурата (десните страни на системите),  както и при
определяне  на  големините  и  направленията  на  импулсните  въздействия  (които
често се търсят с помощта на приблизителни методи), се „натрупват” във времето.
Те  оказват  съществено  влияние  при  числово  пресмятане  на  големината  на
решенията в даден момент, а също така и на неговото поведение. Така например,
при неограничен  брой на импулсните въздействия,  тези  “натрупани”  пертурбации
могат да имат непреодолим характер и да доведат до формирането на решения,
които се различават съществено от изучаваното „непертурбирано” решение.

Преглед  на  основните  резултати,  свързани  с  изследваните  математически
обекти:  Изследванията  на  системите  диференциални  уравнения  с  импулси  условно
можем да разпределим в три общи направления:
1. Пренасяне  и  обобщаване  на  някои  резултати  от  диференциалните  уравнения  в

''непрекъснатия случай'' към уравненията с импулсни въздействия (виж [7], [11], [16],
[17], [23], [27], [28], [31], [33], [35], [43], [44], [45], [46], [47], [48], [52], [53], [61], [64], [67],
[68], [69], [71], [72], [87], [88], [93], [95], [96], [140], [161], [167], [172], [174], [175], [177],
[185], [186], [192], [203], [224], [231], [233], [234], [271], [273], [275] и др.);

2. Изследвания  на  специфични  качества,  характерни  само  за  решенията  на
уравненията с импулсни въздействия и техните приложения (виж [83], [84], [89], [90],
[91], [92],  [112],  [115],  [119], [121],  [136],  [139],  [142], [145],  [166],  [168],  [169],  [173],
[183], [184], [204], [241], [242], [246], [250], [267], [268], [277], [280], [283], [287], [296],
[298], [299] и др.);

3. Моделиране  и  оптимизиране  на  процеси  от  практиката  с  помощта  на  импулсни
уравнения.  При  това  изучаваните  процеси  могат  да  се  опишат  и  изследват
адекватно само с такъв тип уравнения (виж [51], [82], [109], [122], [123], [127], [195],
[196], [214], [217], [219], [227], [228], [236], [238], [248], [260], [270], [274], [279], [304] и
др.);

Изследванията за съществуване на периодични решения можем да отнесем към
първото направление. Ще подчертаем изрично, че всички получени досега резултати се
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отнасят  предимно за  диференциални  уравнения  с  фиксирани  моменти  на  импулсно
въздействие. Тук ще посочим следните научни статии: [50], [56], [73], [79], [85], [86], [114],
[116], [117], [125], [133], [163], [180], [181], [182], [205], [206], [207], [209], [212], [223], [239],
[240], [243], [250], [257], [264], [265], [278], [290], [292], [294], [297], [302], [305], [306], [308]
и [310].

Моделирането  на  периодични  процеси,  подложени  на  дискретни
(кратковременни) външни въздействия, се осъществява често с помощта на импулсни
диференциални уравнения, които притежават периодични решения. Приложенията са
предимно при изучаване на биологични и екологични процеси: [113], [128], [155], [156],
[157], [160], [164], [189], [194], [208], [210], [211], [213], [215], [217], [220], [221], [222], [237],
[255], [266], [271], [281], [286], [288], [289], [291], [293], [307], [313] и др.

Изследването на периодичните решения на импулсни системи диференциални
уравнения е основната тема в монографията на Д. Байнов и П. Симеонов [99].

Изследванията  в  настоящата  дисертация  имат  за  цел  да  изучат въпроса  за
съществуване на периодични решения на импулсни системи с променливи импулсни
моменти и променлива структура.

Приложения на изследваните уравнения с променлива структура и импулси
при  моделиране  на  динамични  процеси  от  практиката:  Този  тип  уравнения  (с
променлива структура и импулси) са удобен математически апарат за моделиране на
динамични процеси, които се характеризират със следните две особености:
-  Процесите  са  подложени  на  „кратковременни  и  интензивни”  външни  въздействия
(смущения, пертурбации). Предполага се, че времетраенето на външните смущения е
пренебрежимо малко в сравнение с общата продължителност на процеса;
-  Непосредствено  след тези  импулсни пертурбации  изучаваният  процес  продължава
своето  развитие,  като  се  подчинява  на  нови,  различни  от  предходните,  правила  и
закони.

Ще  отбележим  (потвърдено  от  много  автори),  че  интензивното  развитие  на
теорията на диференциалните уравнения с импулси и с постоянна структура се дължи
на  многобройните  им  приложения:  действието  на  амортисьор,  подложен  на  ударни
въздействия;  колебанията  на  системи  от  махала  при  наличие  на  външни  импулсни
смущения;  ударен модел на часовников  механизъм;  виброударни системи;  билярдни
движения на материални точки; релаксионни колебания на електромеханични системи;
електронни  схеми;  затихващ  осцилатор,  подложен  на  импулсни  въздействия;
динамиката  на  системи  за  автоматично  регулиране;  смущения  в  клетъчни  невронни
мрежи;  импулсни  пертурбации  в  скоростта  на  развитие  на  кълбовидни  бактерии,
подчинени  на  закона  на  Schmalhausen; импулсна  външна намеса  и  оптимизационни
задачи в популационната динамика на изолирана популация; загиване на популации в
резултат на импулсни въздействия; импулсна външна намеса и оптимизационни задачи
в популационната динамика на съобщество от тип хищник-жертва;  епидемиологията;
„шокови” изменения на цените на затворените пазари и др.

Както  казахме  по-горе,  приложенията  на  диференциалните  уравнения  с
променлива  структура  и  без  импулсни  въздействия  са  предимно  в  теорията  на
управлението.  Освен  това  с  помощта  на  такива  уравнения  се  изучават:  задачи  от
фармакокинетиката; управление  на  орбитата  на  спътник  с  помощта  на  радиални
ускорения; преминаването на твърдо тяло от флуид с дадена плътност във флуид с
друга плътност;  изменението на скоростта на химична реакция при прибавянето или
отнемането на катализатор и др.

В настоящата дисертация са съчетани тези два типа диференциални уравнения.
Изучаването на скокообразно изменящи се процеси със смяна на законите на

развитие  е  предмет  на  изследване  в  редица  науки:  механика,  фармакокинетика,
популационна  динамика,  икономика,  теория  на  управлението  и  др.  В  тези  случаи,
използването на математически апарат под формата на моделиращи диференциални
уравнения с променлива структура и импулси, като правило, е задължително.
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Основни цели на  дисертациония труд:  Основните  цели  на  дисертационния
труд са три:
1. Въвеждат се и се изследват нови математически обекти и понятия, свързани със

системите автономни обикновени диференциални уравнения: достижими множества,
тотално достижими множества, начални множества на отрицателна и положителна
достижимост, интегрални многообразия на достижимост, функция на достижимост и
др. Изучени са следните основни свойства на тези обекти:отвореност и свързаност
на  началните  множества  на  достижимост,  топологична  инвариантност  на
траекториите на разглежданите системи и др.

2. Изучени  са  някои  елементи  от  качествената  теория  на  системите  автономни
диференциални  уравнения  с  променлива  структура  и  импулси.  Намерени  са
достатъчни условия за: продължимост на решенията, непрекъсната зависимост на
тези решения относно началните условия, периодичност и др.

3. Приложение на теоретичните резултатите върху известни математически модели.
Като примери ще посочим: класическия модел на Lotka-Volterra от популационната
динамика, модела на Volterra-Gause-Witt от популационната динамика, модела на R.
Miller, описващ взаимодействието на съревноваващи се видове в обща хранителна
среда, модела на Gompertz,  описващ динамиката на изолирана популация, модела
на осцилатор и др.
Изрично ще подчертаем, че проведените изследвания на свойствата на споменатите

по-горе модели са възможни само благодарение на получените теоретични резултати в
дисертационния труд.

Основни  математически  методи,  използвани  в  дисертацията:  Основните
методи, използвани в дисертационния труд, са свързани с традиционния математически
апарат на реалния анализ и в частност на диференциалните уравнения. Съществено се
използва  класическото  неравенство  на  Gronwall и  теоремата  за  непрекъсната
зависимост на решенията на диференциални уравнения с постоянна структура и без
импулси.

Съдържание:  Дисертационният труд се състои от увод и две глави, като глава
първа съдържа четири параграфа, а глава втора – три.

Глава  I. Достижими  множества.  В  първа  глава  се  изучава широк клас
нелинейни автономни системи обикновени диференциални уравнения.  Във фазовото
пространство  G  на всяка конкретна система от споменатия по-горе клас е зададено

непразно  множество  Φ .  Ако  съществува  точката  0 \x G∈ Φ  такава,  че  решението

( )0;x t x  на системата с начална точка 0x  пресича множеството Φ , то това множество се

нарича достижимо. Ако съществува положителна константа θ , такава, че, ( )0;x xθ ∈Φ ,

то това множество се нарича положително достижимо, а точката 0x  се нарича начална
точка на положителна достижимост. Аналогично се дефинират понятията отрицателно
достижимо  множество  и  начална  точка  на  отрицателна  достижимост.  Ще  обърнем
внимание на факта,  че е възможно едно и също множество  Φ  да е положително и
отрицателно  достижимо.  Множествата  от  всички  начални  точки  на  отрицателна  и

положителна достижимост означаваме съответно с 0X −  и 0X + .

Основната цел в първа глава е да се изследват множествата на отрицателна и
положителна достижимост.

В първия  параграф на главата  са въведени понятията достижимо множество,
начална точка на достижимост, начално множество на достижимост и др. Намерени са
условия  за  съществуване  на  началните  множества  на  достижимост. Установена  е

тяхната структура. При естествени ограничения е показано, че множествата  0X −  и  0X +
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са отворени, а множеството 0 0 0X X X− += ∪ ∪ Φ  е отворено и свързано. Резултатите са

демонстрирани с помощта на два примера. Първият от тях се отнася за класическия
модел  на  Lotka-Volterra,  а  втория  за  модела  на  Volterra-Gause-Witt.  Двата  модела
описват динамиката на развитие на съобщество от тип жертва-хищник. В първия от тях
съобществото  периодично  повтаря  състоянието  си  (количествата  на  биомасата  на
жертвата и хищника). В този модел съобществото притежава единствено положително
равновесно  състояние,  което  не  е  асимптотически  устойчиво.  Във  втория  модел  се
изследват  съобщества,  които  притежават  асимптотически  устойчиво  равновесно
положение.  Предложените  в  примерите  множества  на  достижимост  са  отсечки,
разположени във фазовите пространства на моделите. Смисълът и причината за избор
на  множествата  на  достижимост  се  изясняват  в  последните  два  параграфа  на
дисертацията.  В  явен  вид  са  намерени  началните  множества  на  положителна
достижимост.  Върху  моделите  са  приложени  получените  в  началото  на  параграфа
теореми.  Установено  е,  че  началните  множества  на  достижимост  са  отворени.
Резултатите от този параграф са публикувани в [247].

Във втория параграф на главата са продължени изследванията от предходния
параграф.  С  помощта  на  достижимите  множества  е  дефиниран  клас  от  интегрални
многообразия. Всеки клас от въведените многообразия се състои от всички траектории
на  системата  автономни  диференциални  уравнения,  които  пресичат  зададено
достижимо  множество.  При  промяна  на  достижимото  множество  се  променя  и
съответното  многообразие.  Изучени  са  основни  свойства  на  тези  многообразия.
По-точно,  установени  са  връзки  между  началните  точки  на  траекториите  и
топологичното  им  разположение  относно  началните  множества  на  достижимост.
Доказаните  основни  твърдения  са  реализирани  върху  уравнение,  описващо
вертикалните  трептения на материална  точка  с  ненулева  маса,  окачена  на идеално
пъргава  пружина в  изолирана  среда,  т.е.  без  триене  и  при  отсъствие  на  постоянно
действащи външни сили. Резултатите от този параграф са публикувани в [149].

В  параграф  3  за  всяка  начална  точка  на  положителна  достижимост  е
дефинирана така наречената функция на достижимост. Дефиниционното множество на

тази функция съвпада с 0X + . За всяка точка 0 0x X +∈  функционалната стойност е равна

на времето,  необходимо на решението  ( )0;x t x  да достигне до множеството  Φ ,  ако

стартира  от  точката  0x .  В  параграфа  са  изследвани  някои  качествени  свойства

(непрекъснатост, ограниченост и др.) на функцията на достижимост. Едно от основните
ограничения на изучаваните автономни системи диференциални уравнения е същите да
притежават равномерни Липшицови решения (виж  [55], [81], [129],  [140],  [197],  [261] и
[262]).  Накрая  на  параграфа  е  разгледан  обобщен  модел  на  взаимодействие
(конкуренция) на два вида, разположени в една и съща хранителна среда. Моделът е
взаимстван  от  R.  Miller [232].  Установена  е  непрекъснатост  на  функцията  на
достижимост, която е съответна на подходящо дефинирано множество на достижимост.

В  параграф 4 са  продължени изследванията  от  предходните  параграфи и  се
изучава  важна  теоретична  задача.  По-точно,  намерени  са  достатъчни  условия,  при
които  множеството  от  началните  точки  на  достижимост  съвпада  с  фазовото
пространство  на  системата.  Тогава  ще  казваме,  че  множеството  Φ  е  тотално
достижимо. Получените резултати намират приложение при изучаване на някои класове
импулсни  системи  автономни  диференциални  уравнения  с  променливи  импулсни
моменти.  Предполагаме,  че  импулсните  моменти  съвпадат  с  моментите,  в  които
траекторията  пресича  множеството  на  достижимост  Φ .  Ако  множеството  е  тотално
достижимо,  това  означава,  че  всички  решения  на  изследваната  системи  (от
дефинирания по-горе клас) са подложени на импулсни въздействия. Само в този случай
е възможно да се изследват  въпроси,  свързани с различни варианти  на ''широкото''
понятие  ''близост''  на  решенията  на  тези  импулсни  системи.  Действително,  ако
допуснем,  че  дадено  решение  е  подложено  на  импулсно  въздействие,  а  друго
(независимо  от  близоста  на  началните  точки)  не  достига  Φ  и  следователно  е  без
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импулси, то ''близостта'' (в какъвто и да е смисъл) между двете решения е нарушена
след  импулсния  момент.  Резултатите  от  параграфа  са  приложени  върху  конкретен
пример. За разгледаната конкретна автономна система е установено съществуването
на тотално достижимо множество.

§1. Топологични свойства на достижими множества за системи автономни
диференциални уравнения

Разглеждаме следната начална задача

( ) ( ) 0, 0
dx

f x x x
dt

= = , (1.1)

където: функцията : nf G R→ ; множеството nG R⊂ ,  G ≠ ∅  и G  е област (отворено и

свързано множество);  0x G∈ . Решението на задачата (1.1) ще означаваме с  ( )0;x t x .

Траекторията  на  системата  (1.1),  заключена  между  точките  ( )0 00;x x x=  и  ( )0;x xθ ,

където Rθ ∈ , ще означаваме с ( )0, xγ θ . Изпълнено е

( )
( ){ }
( ){ }

0

0

0

; ; 0 , 0,
,

; ; 0 , 0.

x x t x t ako
x

x x t x t ako

θ θ
γ θ

θ θ

 = ≤ < ≥= 
= < ≤ <

В частност

( ) ( ){ }0 0, ; ; 0x x x t x tγ ∞ = = ≤ < ∞   и  ( ) ( ){ }0 0, ; ; 0x x x t x tγ −∞ = = − ∞ < ≤ .

Дефиниция 1.1. Нека е изпълнено:

1. 0X G+ ⊂ , GΦ ⊂ , 0X + ≠ ∅  и Φ ≠ ∅ .

2.  За  всяка  точка  0 0x X +∈ ,  решението  ( )0;x t x  на  началната  задача  (1.1)  е

дефинирано и единствено в интервала [ )0,∞ .

3. Валидно е

( ) ( )( ) ( )0 0 0 00 : ;x X x x xθ θ θ+∀ ∈ ∃ = > ∈Φ .

Тогава ще казваме, че:

Множеството  Φ  е  положително  достижимо  от  множеството  0X +  чрез

системата (1.1);

0X +  е  начално  множество  на  положителна  достижимост  на  Φ  чрез

системата (1.1);

Всяка точка 0 0x X +∈  е начална точка на положителна достижимост на Φ  чрез

системата (1.1).
По  аналогия  дефинираме  понятията:  отрицателно  достижимо  множество  от

множеството 0X −  чрез системата (1.1), начално множество на отрицателна достижимост

на  Φ  чрез системата (1.1) и начална точка на отрицателна достижимост на  Φ  чрез
системата (1.1).

Тъй като в следващото изложение, въведените по-горе термини ще се отнасят
само за множеството  Φ  и системата (1.1),  то ще пропускаме тези уточнения.  Освен

това, отново за удобство, с 0X +  и 0X −  ще означаваме съответно множествата от всички

начални точки на положителна достижимост и  всички начални точки на отрицателна

достижимост. Накрая, множеството 0 0 0X X X− += ∪ ∪ Φ  ще наричаме начално множество

на достижимост.
Ще предполагаме, че множеството

( ){ }; 0x D x GϕΦ = ∈ = ⊂ ,

където D G⊂ , D  е област и функцията : D Rϕ →  
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Въвеждаме следните условия:

H1.1. Съществува константа 0LipC >  такава, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''Lipx x G f x f x C x x∀ ∈ ⇒ − ≤ − .

H1.2.  За  всяка  точка  0x G∈ ,  решението  на  задачата  (1.1)  съществува  и  е

единствено в R .

H1.3. Функцията [ ]1 ,C D Rϕ ∈ , множеството Φ = ( ){ }; 0x D xϕ∈ = ≠ ∅  и

( ) ( ) ( ), 0x grad x f xϕ∀ ∈Φ ⇒ > .

H1.4. Множеството Φ  е свързано.
По-нататък,  многократно  ще  използваме  функцията  : Rφ ∆ → ,  където

( ) ( )( )0;t x t xφ ϕ=  и   ( ){ }0; ;t R x t x D∆ = ∈ ∈ .  Ако  точката  0x D∈ ,  то  функцията  φ  е

дефинирана в околност на  0 ,  т.е.  0∈ ∆ .  Освен това,  в този случай е ясно, че  ( )0φ

( )( ) ( )0 00;x x xϕ ϕ= = .

С  помощта  на  горните  условия  формулираме  следните  основни  резултати  в
параграфа.

Теорема 1.1. Нека са изпълнени условията:
1. Валидно е условието H1.2.

2. Множеството  Φ  е  положително достижимо от множеството  0X +  и  точката

0 0x X +∈ .

Тогава траекторията ( )0 0, x Xγ θ +⊂ , където положителната константа θ  е

определена така, че ( )0;x xθ ∈Φ  и ( )0;x t x ∉Φ  при 0 t θ≤ < .

Теорема 1.2. Нека са изпълнени условията:
1. Валидно е условието H1.2.

2. Функцията [ ],C D Rϕ ∈ .

3. Множеството Φ  е положително достижимо от множеството 0X + .

Тогава 0X + ≠ ∅ .

Теорема 1.3. Нека са изпълнени условията:
1. Валидно е условието H1.2.

2. Функцията [ ],C D Rϕ ∈ .

3. Множеството Φ  е положително достижимо от множеството 0X + .

Тогава 0X +Φ ⊂ .

Теорема 1.4. Нека са изпълнени условията:
1. Валидни са условията H1.1, H1.2 и H1.3.

2. Множеството Φ  е положително достижимо от множеството 0X + .

Тогава 0X +  е отворено множество.

Аналогични твърдения на Теорема 1.1-1.4 са верни и за отрицателно достижими
множества. 

Теорема 1.5. Нека са изпълнени условията:
1. Валидни са условията H1.1, H1.2 и H1.3.

2. Множеството Φ  е достижимо от множествата 0X +  и 0X − .

Тогава множеството 0 0 0X X X− += ∪ ∪ Φ  е отворено.

Теорема 1.6. Нека са изпълнени условията:
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1. Валидни са условията H1.1-H1.4.

2. Множеството Φ  е достижимо от множествата 0X −  и 0X + .

Тогава 0 0 0X X X− += ∪ ∪ Φ  е свързано множество.

В края на параграфа са разгледани 2 илюстриращи примера. Първият от тях се
отнася  за  класическия  модел  на  Lotka-Volterra,  а  вторият  за  модела  на
Volterra-Gause-Witt. Двата модела описват динамиката на развитие на съобщество от
тип жертва-хищник. И за двата модела в явен вид са намерени началните множества на
положителна  достижимост.  Върху  моделите  са  приложени  получените  в  параграф 1
теореми. Установено е, че началните множества на достижимост са отворени.

§2. Един  клас  интегрални  многообразия  за  системи  автономни
диференциални уравнения

Разглеждаме следната начална задача

( ) ( ) 0, 0
dx

f x x x
dt

= = , (2.1)

където: функцията : nf G R→ ; множеството nG R⊂ ,  G ≠ ∅  и G  е област (отворено и

свързано множество); 0x G∈ . Решението на задачата (2.1) ще означаваме с ( )0;x t x . 

Въвеждаме условията:

H2.1. Съществува константа 0LipC >  такава, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''Lipx x G f x f x C x x∀ ∈ ⇒ − ≤ − .

H2.2. За всяка точка 0x G∈  решението на задачата (2.1) съществува и е единствено

в R .
Основните резултати в параграф 2 са следните теореми.
Теорема 2.1. Нека са изпълнени условията:

1. Валидно е условието H2.2.

2. Множеството Φ  е достижимо от множеството 0X +  и точката 0 0x X +∈ .

Тогава траекторията ( )0 0, x Xγ +−∞ ⊂ .

Аналогично твърдение е изпълнено за  множеството 0X − .

По-нататък се използват условията:

H2.3.  Функцията  [ ]1 ,C D Rϕ ∈  и  ( ){ }; 0x D xϕΦ = ∈ = ≠ ∅ .  Съществува  константа

, 0grad fC ϕ >  такава, че

( ) ( ) ( ) ,, grad fx grad x f x C ϕϕ∀ ∈Φ ⇒ ≥ .

H2.4. Множеството Φ  е свързано.
H2.5. Изпълнено е \ GΦ Φ ⊂ ∂ .

Теорема 2.2. Нека са изпълнени условията:

1. Валидни са условията H2.1, H2.2 и H2.3.

2. Множеството Φ  е достижимо от множеството 0X +  и точката 0 0x X +∈ .

Тогава траекторията ( )0 0, x Xγ ∞ ⊂ .

Теорема 2.3. Нека са изпълнени условията:
1. Валидни са условията H2.1-H2.4.

2. Множеството Φ  е (положително) достижимо от множеството 0X + .

3. Точката ( )0 0 \x X G+∈ ∂ Φ ∩ .

Тогава траекторията ( ) ( )0 0, \x X Gγ ∞ ⊂ ∂ Φ ∩ .

Твърдения аналогични на Теорема 2.2 и 2.3 са изпълнени за 
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множеството 0X − .

Теорема 2.4. Нека са изпълнени условията H2.1-H2.5.

Тогава 0\ XΦ Φ ⊂ ∂ .

Като  приложение  в  края  на  параграфа  е  разгледан  пример  на  уравнение,
описващо вертикалните трептения на материална точка с ненулева маса, окачена на
идеално  пъргава  пружина  в  изолирана  среда,  т.е.  без  триене  и  при  отсъствие  на
постоянно  действащи  външни  сили.  Непосредствените  пресмятания  потвърждават
получените по-горе изводи.

§3.  Функция  на  достижимост  за  системи  автономни  диференциални
уравнения

Въвеждаме следните означения и дефиниции:

Затворената  отсечка  с  краища точките  x  и  y  ( ), nx y R∈  ще  бележим  както

следва

[ ] ( ){ }, ; 1 , 0 1nx y z R z x yλ λ λ λ λ= ∈ = − + ≤ ≤ .

Дефиниция 3.1. Ще казваме, че кривата γ  е p -линейна, ако

[ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1 1
1,...,

, , ... , ,p p i i
i p

x x x x x x x xγ − −
=

 = ∪ ∪ ∪ =  U .

С  други  думи,  p -линейната  крива  се  състои  от  p  последователно  свързани
отсечки.

Дефиниция 3.2. Ще казваме, че областта nG R⊂  е p -изпъкнала, ако

( ) [ ]1
1,...,

, ; , :i i
i p

x y G x x Gγ γ −
=

 
∀ ∈ ∃ = ⊂ ÷

 
U  0 ,x x=  py x= .

С други думи, всеки две точки от  G  е възможно да се свържат с  p -линейна
крива от G .

Дефиниция  3.3.  Ще  казваме,  че  областта  nG R⊂  е  строго  p -изпъкнала,
2p ≥ , ако:

1. Областта G  е p -изпъкнала;
2. Изпълнено е

( ) ( ), : , ,x y G G x yγ γ γ∃ ∈ ∀ ⊂ ∈ ∈ ⇒ (кривата γ  не е ( )1p − -линейна). 

С  други  думи,  ако  областта  G  е  строго  p -изпъкнала,  то  G  не  е  ( )1p −
-изпъкнала.

Дефиниция 3.5. Ще казваме, че областта G  е ограничено-свързана, ако

( ) ( ) ( ) [ ]0 00 , ; , , :l const x y G x y G l lγ γ γ γ∃ = > ∀ ∈ ∃ ∈ ⊂ ≤ .

В горната дефиниция със символа [ ]l γ  е означена дължината на кривата γ .

Основен обект на изследване в този параграф е следната начална задача

( ) ( ) 0, 0
dx

f x x x
dt

= = , (3.1)

където:  функцията  : nf G R→ ;  множеството  nG R⊂ ,  G ≠ ∅  и G  е  област;  0x G∈ .

Решението на задачата (3.1) ще означаваме с ( )0;x t x . Траекторията на системата (3.1),

заключена между точките ( )0 00;x x x=  и ( )0;x xθ , Rθ ∈ , ще означаваме с ( )0, xγ θ .

Дефиниция  3.6 [140]. Ще  казваме,  че  решенията  на  системата  (3.1)  са
равномерно Липшицово устойчиви, ако

( ) ( ) ( )01 02 01 020 0 : , ,L LL const const x x G x xδ δ∃ = > ∃ > ∀ ∈ − <

( ) ( )01 02 01 02; ; , 0.x t x x t x L x x t⇒ − < − ≥
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Равномерната Липшицова устойчивост е въведена през 1986 от F.  Dannan и S.
Elaydi в [129].

Въвеждаме следните условия:

H3.1. Съществува константа 0LipC >  такава, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''Lipx x G f x f x C x x∀ ∈ ⇒ − ≤ − .

H3.2. Съществува константа 0fC >  такава, че

( ) ( ) fx G f x C∀ ∈ ⇒ ≤ .

H3.3. За всяка точка 0x G∈  решението на задачата (3.1) съществува и е единствено

в R .

H3.4.  Функцията  [ ],C D Rϕ ∈  и  [ ]1 ,C Rϕ ∈ Φ ,  където  областта  D G⊂  и

достижимото  множество  Φ = ( ){ }; 0x D xϕ∈ = ≠ ∅ . Съществува  константа

, 0grad fC ϕ >  такава, че

( ) ( ) ( ) ,, grad fx grad x f x C ϕϕ∀ ∈Φ ⇒ ≥ .

H3.5. Множеството Φ  е свързано.
H3.6. Изпълнено е \ GΦ Φ ⊂ ∂ .

H3.7. Съществува константа 0Cϕ >  такава, че

( ) ( ) ( ),x D x C xϕϕ ρ∀ ∈ ⇒ ≤ Φ .

Дефиниция  3.7. Функцията  0: X R+ + +Θ → ,  която  на  всяка  точка  0 0x X +∈

съпоставя положителна константа  ( )0xθ = Θ , за която е изпълнено  ( )0;x xθ ∈Φ  и

( )0;x t x ∉Φ  при 0 t θ≤ <  се нарича функция на достижимост.

С други думи, ( ) ( )( )0 0 0x X x Rθ+ + +∀ ∈ ∃ = Θ ∈ :

- ( )0;x xθ ∈Φ ;

- ( )( ) ( )0 0, 0 ;t t x x t xθ +∀ ≤ < = Θ ⇒ ∉Φ .

По аналогичен начин се дефинира и функцията 0: X R− − −Θ → .

Следващите две теореми са основни в параграфа.
Теорема 3.3. Нека са изпълнени условията H3.1-H3.7.

Тогава 0 ,C X R− − − Θ ∈    и 0 ,C X R+ + + Θ ∈   .

Теорема 3.4. Нека са изпълнени условията:
1. Валидни са условията H3.1-H3.7.
2. Решенията на системата (3.1) са равномерно Липшицово устойчиви.

3. Областта 0X +  е изпъкнала и ограничена.

Тогава функцията +Θ  е ограничена в 0X + .

В  края  на  параграф  3  като  приложение  е  разгледан  обобщеният   модел  на
взаимодействие  (конкуренция)  на два вида,  разположени в една и съща хранителна
среда.  Моделът е взаимстван от  R.  Miller  [232]  и K.  Gopalsamy [176].  При наложени
естествени  условия,  продиктувани  от  популационната  динамика  и  направени
непосредствени  пресмятания,  се  потвърждават  резултатите  в  изведените  по-горе
теореми.

§4. Тотално достижими множества за системи автономни диференциални
уравнения

Разглеждаме следната начална задача
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( ) ( ) 0, 0
dx

f x x x
dt

= = , (4.1)

където: функцията : nf G R→ ; множеството nG R⊂ ,  G ≠ ∅  и G  е област (отворено и

свързано множество); 0x G∈ . Решението на задачата (4.1) ще означаваме с ( )0;x t x . 

Въвеждаме следните условия:

H4.1. Съществува константа 0LipC >  такава, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''Lipx x G f x f x C x x∀ ∈ ⇒ − ≤ − .

H4.2. Съществува константа 0fC >  такава, че

( ) ( ) fx G f x C∀ ∈ ⇒ ≤ .

H4.3. За всяка точка 0x G∈  решението на задачата (4.1) съществува и е единствено

в R .

H4.4. Функцията [ ]1 ,C D Rϕ ∈ , където областта D G⊂  и достижимото множество

( ){ }; 0x D xϕΦ = ∈ = ≠ ∅ .

Съществува константа , 0grad fC ϕ >  такава, че

( ) ( ) ( ) ,, grad fx grad x f x C ϕϕ∀ ∈Φ ⇒ ≥ .

H4.5. Множеството Φ  е свързано.
H4.6. Изпълнено е \ GΦ Φ ⊂ ∂ .

H4.7. Съществува константа 0Cϕ >  такава, че

( ) ( ) ( ),x D x C xϕϕ ρ∀ ∈ ⇒ ≤ Φ .

Нека множествата 0X +  и 0X −  са начални множества съответно на положителна и

отрицателна  достижимост  на  Φ  чрез  системата  (4.1)  (виж  Дефиниция  1.1).

Разглеждаме  функцията  0: X R+ + +Θ → ,  която  дефинираме  както  следва

( ) ( )( )0 0 0x X x Rθ+ + +∀ ∈ ∃ = Θ ∈ :

- ( )0;x xθ ∈Φ ;

- ( )( ) ( )0 0, 0 ;t t x x t xθ +∀ ≤ < = Θ ⇒ ∉Φ .

По аналогичен начин се дефинира и функцията 0: X R− − −Θ → .

Дефиниция  4.1.  Ще казваме,  че  множеството  Φ  е  тотално положително

достижимо чрез системата (4.1), ако 0X G+ = .

По аналогичен начин се дефинира и понятието тотално отрицателно достижимо
множество.

Дефиниция 4.2. Ще казваме, че множеството Φ  е тотално достижимо чрез
системата (4.1),  ако то е положително и отрицателно достижимо чрез същата

система, т.е., ако 0oX X G− += = .

Основните резултати в този параграф се съдържат в следните твърдения:
Теорема 4.2. Нека са изпълнени условията на Следствие 4.1.

Тогава ( ) ( ) ( )0 0 0, \x X G xγ+∀ ∈∂ ∩ ⇒ ∞ ∩ Φ Φ ≠ ∅ .

Теорема 4.3. Нека са изпълнени условията:
1. Валидни са условията H4.1-H4.7.
2. Решенията на системата (4.1) са равномерно Липшицово устойчиви.

3. Областите 0X −  и 0X +  са ограничено-свързани.
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Тогава множеството Φ  е тотално достижимо.
Следствие 4.8. Нека са изпълнени условията:

1. Валидни са условията H4.1-H4.7.
2. Решенията на системата (4.1) са равномерно Липшицово устойчиви.

3. Областите 0X −  и 0X +  са k -изпъкнали и ограничени.

Тогава множеството Φ  е тотално достижимо.
В края на параграф 4 е разгледан конкретен пример. За разгледаната конкретна

автономна система е установено съществуването на тотално достижимо множество.

Глава  II.  Продължими,  непрекъснати  и  периодични  решения  на  системи
автономни диференциални уравнения с променлива структура и импулси

Във  втора  глава  се  изучава  специален  клас  нелинейни  автономни  системи
обикновени  диференциални  уравнения  с  променлива  структура  и  импулси.  Дясната
страна  на  всяка  една  от  тези  системи  се  избира  последователно  от  редицата  от

функции  ( ) ( )1 2, ,...f x f x ,  дефинирани  във  фазовото  пространство  G .  Съответни  на

дясната страна на системата са превключващите функции ( ) ( )1 2, ,...x xϕ ϕ , дефинирани

в съответни множества 1 2, ,...D D , за които е изпълнено 1 2, ,...D G D G⊂ ⊂ . С помощта на

превключващите функции са дефинирани така наречените превключващи множества,
дислоцирани във фазовото пространство:

 

( ){ }1 1; 0x G xϕΦ = ∈ = , ( ){ }2 2; 0x G xϕΦ = ∈ = ,....

Съответни на дясната страна са и импулсните функции  ( ) ( )1 2, ,...J x J x ,  дефинирани

съответно върху множествата 1 2, ,...Φ Φ .

Поредната i -та промяна на дясната страна на системата (смяната на функциите

if  с 1if + ) и съответното импулсно въздействие върху решението

( ) ( ) ( )( )0i i i ix t x t J x t→ + =

се извършват в така наречения i -ти по ред момент на превключване it , 1,2,...i = . Точно

в този момент решението анулира превключващата функция iϕ , т.е.

( )( ) 0, 1,2,...i ix t iϕ = = .

Още  веднъж  ще  подчертаем,  че  след  всеки  момент  на  превключване
изучаваният процес продължава своето развитие, като се подчинява на нов закон на

развитие (нова дясна страна на системата). Освен това, достигнатата стойност ( )ix t  в

момента  на  превключване  it  се  различава  от  началната  точка ( )0ix t + ,  от  която

стартира  процесът след този  момент.  Това  обстоятелство  се дължи на дискретното
импулсно въздействие върху решението, което се осъществява във всеки един момент
на превключване.  Този факт същевременно означава,  че решението  е прекъснато в
моментите на превключване.

Диференциалните уравнения с променлива структура и импулси са въведени в
[230]. Някои  качествени свойства на техните решения са изучени в [119],  [120], [122],
[123], [137], [138], [150], [151], [152], [153], [227] и [249].

Основната  цел  във  втора  глава  е  да  се  изучат  някои  основни  качества  на
системите  диференциални  уравнения  с  променлива  структура  и  импулси,  като
продължимост  на  решенията,  непрекъсната  зависимост  от  началните  условия  и
съществуване на периодични решения.

В  параграф 5 са намерени достатъчни условия, гарантиращи, че  моментите на
превключване  на  произволно  решение  не  притежават  точка  на  сгъстяване.  Ако
допуснем противното, т.е., че тези моменти притежават точка на сгъстяване, то е ясно,
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че решението не е продължимо надясно от тази точка. Следователно, в този случай
редица важни качествени характеристики на решенията не може да се изучават. Нещо
повече,  тези  качества  не  е  възможно  да  се  дефинират  коректно.  Към  споменатите
качествени  характеристики  спадат:  устойчивост,  монотонност,  осцилиране,
периодичност,  еквивалентност и т.н.  В качеството на пример е показано,  че един от
няколкото  варианта  на  достатъчни  условия  за  продължимост  на  решенията  на
изследвания  клас  системи  е  валиден  за  конкретен  импулсен  модел  на  Gompertz.
Характерно  за  този  модел  е,  че  превключващите  функции,  респективно
превключва-щите множества и импулсните функции са подбрани така,  че решението
(количеството биомаса на изолираната популация) остава в предварително определени
граници.  Предполага  се,  че  популацията  се развива  ''оптимално''  в  някакъв  смисъл,
когато биомасата й е в тези граници.

В параграф 6 са намерени достатъчни условия за непрекъсната зависимост на
решенията на разглеждания клас уравнения относно началното условие. Специфична
особеност  на  тези  уравнения  е,  че  моментите  на  смяната  на  дясната  страна  и
импулсните въздействия (превключващите моменти) не са постоянни (предварително
фиксирани), а зависят от началното условие. Следователно при промяна в началното
условие се променят и моментите на превключване. В параграфа е показано, че при
сравнително  ‘’малки’’  смущения  в  началното  условие,  превключващите  моменти  се
променят също сравнително ‘’малко’’.  Въпреки това, във времевите интервали между
съответните превключващи моменти на основното и смутеното решение не може да се
изисква ‘’близост’’ между тези две решения. Причина за това е, че едното решение е
подложено на поредното импулсно въздействие, а другото – не.

В  последния  параграф  7  на  дисертацията  са  получени  основните
резултати. Намерени  са  достатъчни  условия  за  съществуване  на  поне  едно
периодично  решение.  Предполагаме,  че решенията  стартират  от  тотално достижимо
множество  kΦ ,  1k > .  С  други  думи  началната  точка  0 kx ∈Φ .  След  k  на  брой

превключвания (смени на дясната страна и импулсни въздействия) решението ( )0;x t x  в

момента kt  отново попада върху тотално достижимото множество kΦ , т.е. ( )0;k kx t x ∈Φ

. Показано е, че изображението ( )0 0;kx x t x→  е непрекъснато изображение на kΦ  в kΦ .

С  помощта  на  теоремата  на  L.  Brouwer  за  неподвижната  точка  е  установено

съществуването на поне една точка 0 kx ∈Φ  такава, че ( )0 0;kx x t x= . Това означава, че

съответното  решение  е  периодично  с  период  kt .  Ще  припомним,  че  периодичните
решения  на  импулсните  диференциални  уравнения  се  използват  при  описание  на
повтарящи се процеси със скокообразни изменения. Този тип уравнения и съответните
им решения са особено полезни при моделиране  на биопроцеси и екопроцеси (виж
[194], [208], [210], [221], [266], [281], [289], [291], [307] и [313]). В последния параграф на
дисертацията  е  разгледана  линеаризираната  система  на  импулсен  модел  на
Lotka-Volterra  с  променливи  превключващи моменти.  Установено  е,  че  тази  система
притежава поне едно периодично решение.

§5. Неограничени  моменти  на  превключване  за  системи  автономни
диференциални уравнения с променлива структура и импулси

Oсновен  обект  на  изследване  в  параграф  5  е  следната  начална  задача  за
системи диференциални уравнения с променлива структура и импулси:

( ) ,i

dx
f x

dt
=   ( )( ) 0i x tϕ ≠ , т.е. 1i it t t− < < ; (5.1)

( ) ( )( )0i i ix t J x t+ = ,  ( )( ) 0i ix tϕ = ,  1,2,...i = ; (5.2)

( ) 00x x= , (5.3)

където:
- Фазовото пространство G  на разглежданата система е непразна област от nR ;
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- Функциите : n
if G R→ ;

- Функциите :i G Rϕ → ;

- Функциите :i iJ GΦ → , където ( ){ }; 0i ix G xϕΦ = ∈ = , 1,2,...i = ;

- Началната точка 0x G∈ .

Ще  отбележим,  че  множествата  iΦ ,  1,2,...i = ,  се  наричат  превключващи.

Решението на задачата (5.1), (5.2), (5.3) ще означаваме с ( )0;x t x . Изпълнено е:

1.1.  При  0 10 t t t= ≤ <  решението  на  разглежданата  задача  съвпада  с  решението

( )1 0 0; ,x t t x  на задачата

( ) ( )1 0 0 0, ;
dx

f x x t x x
dt

+= = =

1.2. При 0 1t t t≤ <  е изпълнено ( )( ) ( )( )1 0 1 1 0 0; ; , 0x t x x t t xϕ ϕ= > ;

1.3. При 1t t=  имаме ( )( ) ( )( ) ( )1 1 0 1 1 1 0 0 1 1; ; , 0x t x x t t x xϕ ϕ ϕ= = = ;

1.4. Валидно е равенството ( ) ( )( ) ( )( )1 0 1 1 0 1 1 1 0 00; ; ; ,x t x J x t x J x t t x++ = = 1x
+= ;

2.1.  При  1 2t t t< <  решението  на  задачата  (5.1),  (5.2),  (5.3)  съвпада  с  решението

( )2 1 1; ,x t t x+
 на задачата

( ) ( )2 1 1, ;
dx

f x x t x
dt

+= =

2.2. При 1 2t t t< <  е изпълнено ( )( ) ( )( )2 0 2 2 1 1; ; , 0x t x x t t xϕ ϕ += > ;

2.3. При 2t t=  имаме ( )( ) ( )( ) ( )2 2 0 2 2 2 1 1 2 2; ; , 0x t x x t t x xϕ ϕ ϕ+= = = ;

2.4.  При  2t t=  е  валидно  импулсното  равенство  ( ) ( )( )2 0 2 2 00; ;x t x J x t x+ =

( )( )2 2 2 1 1; ,J x t t x+= 2x
+=  и т.н.

Времевите  константи  it ,  1,2,...i = ,  се  наричат  превключващи  моменти.

Въвеждаме означенията ( )0;i ix x t x=  и ( )i i ix J x+ = , 1,2,...i = .

В  произволен  интервал  на  непрекъснатост  от  вида  1i it t t− < <  решението  на

задачата (5.1), (5.2), (5.3) стартира от точката 1ix G+
− ∈ . В този интервал дясната страна

на системата съвпада с функцията  ( )if x . В момента  it , решението на разглежданата

задача достига до превключва-щото множество iΦ . В същия този момент it  решението

е подложено на импулсно въздействие. Това означава, че it  е точка на прекъсване от

първи род за функцията ( )0;x t x . Освен това, точно тогава се сменя дясната страна на

системата. В следващия интервал на непрекъснатост на решението дясната страна на

системата съвпада с функцията ( )1if x+ .

Въвеждаме условията:

H5.1. Функциите , n
if C G R ∈   , 1,2,...i = .

H5.2. Съществуват константи 0
if

C >  такива, че

( ) ( )
ii fx G f x C∀ ∈ ⇒ ≤ , 1,2,...i = .
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H5.3.  За всяка точка  0x G∈  и за всяко  1,2,...i =  решението  ( )0;ix t x  на началната

задача

( ) ( ) 0, 0 ;i

dx
f x x x

dt
= =

съществува и е единствено за 0t ≥ .

H5.4. Съществуват константи 0
iLipC ϕ >  такива, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''
ii i Lipx x G x x C x xϕϕ ϕ∀ ∈ ⇒ − ≤ − , 1,2,...i = .

H5.5. Съществуват константи 0
iJ

C >  такива, че

( ) ( )( )1 ii i i Jx J x Cϕ +∀ ∈Φ ⇒ ≥ , 1,2,...i = .

В този параграф можем да подчертаем следните теореми.
Теорема 5.1. Нека са изпълнени условията H5.1-H5.5.

Тогава, ако редът 
1 1

1
i

i i

J

i
f Lip

C

C C ϕ+ +

∞

=∑  е разходящ, то моментите на превключване

за системата (5.1), (5.2) не притежават точка на сгъстяване.
В следващата теорема условието H5.4 ще заменим със следното условие.

H5.6. Съществуват константи 0
i

Cϕ >  такива, че

( ) ( ) ( ), , 1, 2,...
ii ix G x C x iϕϕ ρ∀ ∈ ⇒ ≤ Φ = .

Теорема 5.2. Нека са изпълнени условията H5.1, H5.2, H5.3, H5.5 и H5.6.

Тогава, ако редът 1
i

i i

J

i
f

C

C Cϕ

∞

=∑  е разходящ, то моментите на превключване за

системата (5.1), (5.2) не притежават точка на сгъстяване.
В следващата теорема ще използваме следните условия.

H5.7. Съществуват константи 0
iDC >  и области iD , i iD GΦ ⊂ ⊂ , такива, че

( ) ( ) , 1, 2,...
ii i Dx D G x C iϕ∀ ∈∂ ∩ ⇒ ≥ = .

H5.8. Изпълнено е

( ) ( ) 1\ , 1, 2,...i i ix J x G D i+∀ ∈Φ ⇒ ∈ = .

Теорема 5.3. Нека са изпълнени условията H5.1, H5.2, H5.3, H5.6, H5.7 и H5.8.

Тогава, ако редът 1
i

i i

D

i
f

C

C Cϕ

∞

=∑  е разходящ, то моментите на превключване за

системата (5.1), (5.2) не притежават точка на сгъстяване.
Като приложение на получените резултати в края на параграфа  е разгледано

импулсното  уравнение на  Gompertz.  Показано  е,  че  разглежданият  математически
модел удовлетворява условията на Теорема 5.1. 

§6. Непрекъснати  решения  на  системи  автономни  диференциални
уравнения с променлива структура и импулси

Oсновен  обект  на  изследване  в  параграф  6  е  следната  начална  задача  за
системи автономни диференциални уравнения с променлива структура и импулси:

( ) ,i

dx
f x

dt
=   ( )( ) 0i x tϕ ≠ , т.е. 1i it t t− < < ; (6.1)

( ) ( )( )0i i ix t J x t+ = ,  ( )( ) 0i ix tϕ = ,  1,2,...i = ; (6.2)

( ) 00x x= , (6.3)

където:
- Фазовото пространство G  на системата (6.1), (6.2) е непразна област от nR ;
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- Функциите : n
if G R→ ;

- Функциите :i iD Rϕ → , където областите iD G⊂  и iD ≠ ∅ ;

- Функциите 1: \i i iJ G D +Φ → , където ( ){ }; 0i i ix D xϕΦ = ∈ = ;

- Началната точка 0x G∈ .

Решението на задачата (6.1), (6.2), (6.3) ще означаваме с ( )0;x t x .

За  1,2,...i = ,  разглеждаме  следните  начални  задачи  за  системи  автономни
диференциални уравнения с постоянна структура и без импулси:

( ) ( ) 0, 0i i

dx
f x x x

dt
= = . (6.4)

Функциите : n
if G R→ , 1,2,...i = ,  са елементи от дясната страна на системата с

променлива  структура  (6.1).  Началните  точки  0ix G∈ .  Решенията  на  всяка  една  от

началните задачи (6.4) ще означаваме съответно с ( )0;0,i ix t x , t R∈ , 1,2,...i = .

При  основните  разглеждания  ще  изискваме  да  са  валидни  следните
предположения:

Предположение  6.1. Всяко  едно  от  множествата  iΦ  е  тотално  положително

достижимо чрез системата (6.4), 1,2,...i = .

Предположение 6.2. Моментите на превключване  1 2, ,...t t , където  1 20 ...t t< < < ,
не притежават точка на сгъстяване.

Нека е валидно Предположение 6.1. Тогава разглеждаме функциите :i G R+ +Θ → ,

които за всяко 1,2,...i =  дефинираме както следва ( )0ix G∀ ∈  ( )( )0 :i ix Rθ + +∃ = Θ ∈

- ( )0;0,i i ix xθ ∈Φ ,

- ( )( ) ( )0 0, 0 ;0,i i i i it t x x t xθ +∀ ≤ < = Θ ⇒ ∉Φ .

Предположение 6.3. Функциите ,i C G R+ + Θ ∈   , 1,2,...i = .

Въвеждаме условията:

H6.1. Съществуват константи 0
iLipfC >  такива, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''
ii i Lipfx x G f x f x C x x∀ ∈ ⇒ − ≤ − , 1,2,...i = .

H6.2. Съществуват константи 0
if

C >  такива, че

( ) ( )
ii fx G f x C∀ ∈ ⇒ ≤ , 1,2,...i = .

H6.3. За всяко 1,2,...i =  решенията на системата (6.4) съществуват и са единствени
в R .
H6.4.  За всяко  1,2,...i =  решенията на системите (6.4)  са равномерно Липшицово
устойчиви.

H6.5.  Функциите  ,i iC D Rϕ  ∈    и  [ ]1 ,i iC Rϕ ∈ Φ  ,  където  множествата  iΦ =

( ){ }; 0i ix D xϕ∈ = ≠ ∅ . Съществуват константи , 0
i igrad fC ϕ >  такива, че

( ) ( ) ( ) ,,
i ii i i grad fx grad x f x C ϕϕ∀ ∈Φ ⇒ ≥ , 1,2,...i = .

H6.6. Множествата iΦ , 1,2,...i = , са свързани.

H6.7. Изпълнени са включванията \i i GΦ Φ ⊂ ∂ , 1,2,...i = .

H6.8. Съществуват константи 0
i

Cϕ >  такива, че
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( ) ( ) ( ). ,
ii i ix D x C xϕϕ ρ∀ ∈ ⇒ ≤ Φ , 1,2,...i = .

H6.9. Съществуват константи 0
iLipC ϕ >  такива, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''
ii i Lipx x G x x C x xϕϕ ϕ∀ ∈ ⇒ − ≤ − , 1,2,...i = .

H6.10. Съществуват константи 
1

0
iDC
+

>  такива, че:

( ) ( )
11 1 ii i Dx D G x Cϕ

++ +∀ ∈∂ ∩ ⇒ ≥ , 1,2,...i = .

H6.11. Функциите [ ]1, \i i iJ C G D +∈ Φ , 1,2,...i = .

H6.12. Областта G  е ограничено-свързана.

H6.13. Редът 
1

1 1

1
i

i i

D

i
f Lip

C

C C ϕ

+

+ +

∞

=∑  е разходящ.

Като следствие от  параграф 4 ще  формулираме следната теорема, в която са
дадени достатъчни условия, при които е валидно Предположение 6.1.

Теорема 6.1. Нека са изпълнени условията H6.1-H6.8 и H6.12.
Тогава  всяко едно от множествата  iΦ ,  1,2,...i = ,  е  положително тотално

достижимо чрез съответната система (6.4).
В горната теорема условие H6.12 можем да заменим с условието.

H6.14. Областта G  е p -изпъкнала и ограничена.
Условия, при които е валидно Предположение 6.2, са дадени в параграф 5. Като

следствие получаваме следната теорема.
Теорема 6.2. Нека са изпълнени условията H6.1, H6.2, H6.3, H6.5, H6.9,  H6.10,

H6.11 и H6.13.
Тогава, моментите на  превключване  за  началната  задача  (6.1),  (6.2),  (6.3),

независимо от началната точка 0x G∈ , не притежават точка на сгъстяване.

Следващата теорема е равносилна на Предположение 6.3. Получаваме я като
следствие от параграф 3 и параграф 4.

Теорема 6.3. Нека са изпълнени условията H6.1-H6.8 и H6.12.

Тогава iX G+ =  и функциите ,i C G R+ + Θ ∈   , 1,2,...i = .

Дефиниция 6.1.  [150].  Ще казваме, че решението  ( )0;x t x  на задачата (6.1),

(6.2), (6.3) зависи непрекъснато от началната точка, ако

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0x G const const T constε η∀ ∈ ∀ = > ∀ = > ∀ = >

( )( ) ( )* *
0 0 0 0, , , 0 : ,x T x G x xδ δ ε η δ∃ = > ∀ ∈ − <

( ) ( )*
0 0; ; , 0 , , 1, 2,...ix t x x t x t T t t iε η⇒ − < ≤ ≤ − > = .

Ще  обърнем  внимание  на  специфична  особеност  на  горната  дефиниция  за
непрекъсната  зависимост.  При  разглеждания  тип  диференциални  уравнения
(по-конкретно  с  променливи  импулсни  моменти)  различните  решения  срещат
превключващите (достижимите) множества в различни моменти. С други думи, в общия

случай  са  изпълнени неравенствата  * *
1 1 2 2, ,...t t t t≠ ≠ .Това  означава,  че  в  отворените

интервали  с  краища моментите  *
it  и  it ,  1,2,...i = ,  едното  решение  е  подложено  на

импулсно въздействие в левия край на интервала, а другото решение – в десния край.
Следователно в общия случай двете решения не са ''близки'' в посочените интервали.
Поради тази причина, в околности на импулсните моменти  1 2, ,...t t  с радиуси  η  не се

изисква “близост” между тези две решения.
Основния резултат в този параграф е следната теорема.
Теорема 6.4. Нека са изпълнени условията H6.1-H6.13.
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Тогава  решението на  задачата  (6.1),  (6.2),  (6.3)  зависи  непрекъснато  от
началната точка.

§7. Периодични решения на системи автономни диференциални уравнения
с променлива структура и импулси

Oсновен  обект  на  изследване  в  параграф  7  е  следната  начална  задача  за
системи автономни диференциални уравнения с променлива структура и импулси:

( ) ,i

dx
f x

dt
=   ( )( ) 0i x tϕ ≠ , т.е. 1i it t t− < < ; (7.1)

( ) ( )( )0i i ix t J x t+ = ,  ( )( ) 0i ix tϕ = ,  1,2,...i = ; (7.2)

( ) 00x x= , (7.3)

където:
- Фазовото пространство G  на разглежданата система е непразна област от nR ;

- Функциите : n
if G R→ ;

- Функциите :i iD Rϕ → , където областите iD G⊂  и iD ≠ ∅ ;

- Функциите 1: \i i iJ G D +Φ → , където ( ){ }; 0i i ix D xϕΦ = ∈ = ;

- Началната точка 0x G∈ .

Решението на задачата (7.1), (7.2), (7.3) ще означаваме с ( )0;x t x . Разглеждаме

множеството  ( )1,2,...i =  от  следните  начални  задачи  за  системи  автономни

диференциални уравнения с постоянна структура и без импулси:

( ) ( ) 0, 0i i

dx
f x x x

dt
= = . (7.4)

Функциите  : n
if G R→ , 1,2,...i = ,  са елементи (принадлежат) на дясната страна

на  системата  с  променлива  структура  (7.1).  Началните  точки  0ix G∈ .  Решенията  на

всяка една от  началните  задачи (7.4)  ще означаваме съответно  с  ( )0;0,i ix t x ,  t R∈ ,

1,2,...i = .
Ще използваме условията:

H7.1. Съществуват константи 0
iLipfC >  такива, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''
ii i Lipfx x G f x f x C x x∀ ∈ ⇒ − ≤ − , 1,2,...i = .

H7.2. Съществуват константи 0
if

C >  такива, че

( ) ( )
ii fx G f x C∀ ∈ ⇒ ≤ , 1,2,...i = .

H7.3. За всяко 1,2,...i =  решенията на системата (7.4) съществуват и са единствени
в R .
H7.4.  За всяко  1,2,...i =  решенията на системите (7.4)  са равномерно Липшицово
устойчиви.

H7.5.  Функциите  [ ]1 ,i iC D Rϕ ∈ .  Множествата  ( ){ }; 0i i ix D xϕΦ = ∈ = ≠ ∅ .

Съществуват константи , 0
i igrad fC ϕ >  такива, че

( ) ( ) ( ) ,,
i ii i i grad fx grad x f x C ϕϕ∀ ∈Φ ⇒ ≥ , 1,2,...i = .

H7.6. Множествата iΦ , 1,2,...i = , са свързани.

H7.7. Изпълнени са включванията \i i GΦ Φ ⊂ ∂ , 1,2,...i = .

H7.8. Съществуват константи 0
i

Cϕ >  такива, че
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( ) ( ) ( ). ,
ii i ix D x C xϕϕ ρ∀ ∈ ⇒ ≤ Φ , 1,2,...i = .

H7.9. Съществуват константи 0
iLipC ϕ >  такива, че

( ) ( ) ( )', '' ' '' ' ''
ii i Lipx x G x x C x xϕϕ ϕ∀ ∈ ⇒ − ≤ − , 1,2,...i = .

H7.10. Съществуват константи 
1

0
iDC
+

>  такива, че:

( ) ( )
11 1 ii i Dx D G x Cϕ

++ +∀ ∈∂ ∩ ⇒ ≥ , 1,2,...i = .

H7.11. Функциите [ ]1, \i i iJ C G D +∈ Φ , 1,2,...i = .

H7.12. Областта G  е ограничено-свързана.

H7.13. Редът 
1

1 1

1
i

i i

D

i
f Lip

C

C C ϕ

+

+ +

∞

=∑  е разходящ.

Най-важните  резултати  в  цялата  дисертация  се  съдържат  в  следните  две
теореми.

Теорема 7.1. Нека са изпълнени условията:
1. Валидни са условията H7.1-H7.13.
2. Съществува множество H  такова, че:
2.1. H  е затворено и H G⊂ ;

2.2. ( ) ( ) ( )0 0;x H t R x t x H+∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈ .

2.3. ( )k N∃ ∈  такова, че множеството kH ∩ Φ  е изпъкнало.

Тогава ( ) ( )0 0 0: ;k kx H x t x x∃ ∈ ∩ Φ = .

Въвеждаме условието.
H7.14. Областта G  е p -изпъкнала и ограничена.

Като  следствие  от  горната  Теорема  7.1,  ще  формулираме  условия  за
съществуване на периодично решение на основната задача (7.1), (7.2), (7.3).

Теорема 7.2. Нека са изпълнени условията:
1. Валидни са условията на Теорема 7.1.
2. Валидни са равенствата:

( ) ( ) ,i k if x f x x G+ = ∈ ; i k iD D+ = ; ( ) ( ) ,i k i ix x x Dϕ ϕ+ = ∈ ; ( ) ( ) ,i k i iJ x J x x+ = ∈Φ , 1,2,...i = .

3. Валидно е равенството ( )kJ x x=  при kx∈Φ .

Тогава  съществува  начална  точка  0 kx H∈ ∩ Φ  такава,  че  решението  на

задачата (7.1), (7.2), (7.3) е периодично с период kt .

В края на параграф 7 получените резултати са приложени върху линеаризиран
модел на импулсната система на Lotka-Volterra. Импулсните въздействия се извършват
само върху жертвата и се състоят в дискретни отнемания на част от нейната биомаса.
Превключващите множества са еднотипни и са избрани така, че биомасата на жертвата
да е максимална при достигането им от траекторията на системата.

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

В настоящия дисертационен труд са получени следните по-важни резултати:
1. Изследвани са начални задачи за системи автономни диференциални уравнения.

Въведени са и са изследвани понятията:
• достижимо множество (отрицателно, положително и тотално);
• начално множество на достижимост;
• функция на достижимост и др;
• интегрални многообразия, съответни на множествата на достижимост.
Получени са достатъчни условия, при които:
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• началните множества на достижимост съществуват;
• началните множества на достижимост са отворени и свързани;
• функцията на достижимост е непрекъсната и ограничена;
• интегралните многообразия, които са съответни на множествата на достижимост,

притежават специфични топологични качества.
2. Изследвани са начални задачи за системи автономни диференциални уравнения с

променлива структура и импулси. Намерени са достатъчни условия, при които:
• превключващите моменти на всяко решение не притежават точка на сгъстяване и

максималният интервал на съществуване е неограничен;
• решенията зависят непрекъснато от началните условия;
• системите  автономни  диференциални  уравнения  с  променлива  структура  и

импулси притежават поне едно периодично решение.
3. Получените  теоретични  резултати  са  приложени  върху  конкретни  математически

модели:
• класически модел на Lotka-Volterra от популационната динамика;
• импулсен модел на Lotka-Volterra с променливи моменти на превключване;
• класически модел на Volterra-Gause-Witt от популационната динамика;
• модел на R.  Miller,  описващ взаимодействието на съревноваващи се видове в

обща хранителна среда;
• класически модел на Gompertz, моделиращ развитието на изолирана популация;
• класически модел на осцилатор в изолирана среда.

Д Е К Л А Р А Ц И Я

1. Резултатите и сведенията от увода са предварителни и се основават на различни
литературни източници, които са надлежно посочени.

2. Резултати от параграфите с номера: 1 и 2 са публикувани в две научни статии. В
авторския колектив на всяка една от тях участва гл. ас. Андрей Радославов Антонов.
Списъкът на тези публикации е даден непосредствено след настоящата декларация.

3. Резултатите в останалите пет параграфа са нови и се публикуват за първи път тук.
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