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Îñíîâíè äàííè çà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä:
- àâòîð: Àäåì Èáóøåâ Çåéíåâ;
- ìåñòîðàáîòà íà àâòîðà: ÑÓ "Ñâ. Ïàèñèé Õèëåíäàðñêè ñ. Àáëàíèöà, îáùèíà Õàäæè-

äèìîâî, Ðúêîâîäèòåë íà íàïðàâëåíèå ÈÊÒ;
- íàó÷íè ðúêîâîäèòåëè: ïðîô. ä-ð Äèìèúð Àíãåëîâ Êîëåâ;
- çàãëàâèå: "Óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèÿòà íà åâîëþöèîííè ôóíêöèîíàëíè äèôåðåíöóèàë-

íè óðàâíåíèÿ";
- îáëàñò íà âèñøå îáðàçîâàíèå: 4. Ïðèðîäíè íàóêè, ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà;
- ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâëåíèå: 4.5. Ìàòåìàòèêà;
- íàó÷íà ñïåöèàëíîñò: Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ;
- ñúäúðæàíèå: óâîä, îñíîâíî èçëîæåíèå, çàêëþ÷åíèå, äåêëàðàöèÿ, ñïèñúê íà ïóáëèêà-

öèèòå íà àâòîðà ïî äèñåðòàöèÿòà, áèáëèîãðàôèÿ;
- áðîé ïàðàãðàôè â îñíîâíîòî èçëîæåíèå: 7, ðàçïðåäåëåíè â 2 ãëàâè;
- áðîé ñòðàíèöè íà äèñåðòàöèÿòà: 140;
- áðîé ñòðàíèöè íà îñíîâíîòî èçëîæåíèå: 126;
- áðîé ôèãóðè: 14;
- áðîé òàáëèöè: 4;
- áðîé ïóáëèêàöèè íà àâòîðà, ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöèîííèÿ òðóä: 3;
- áðîé ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè â áèáëèîãðàôèÿòà: 127.
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1. Àêòóàëíîñò íà ïðîáëåìà
• Óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèÿòà íà åâîëþöèîííè ôóíêöèîíàëíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-

íèÿ. Ðàçãëåäàíèòå ïðîáëåìè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ôîðìèðàíè êàòî ðåçóëòàò îò ðåàëíî
ñúùåñòâóâàùè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà åâîëþöèîííè ïðîöåñè â ïðèðîäàòà è òåõíîëîãè-
èòå.
• Óñòîé÷èâîñòòà å ìàòåìàòè÷åñêà è ñúùåâðåìåííî ôèçè÷åñêà êàòåãîðèÿ çàåìàùà öåíò-

ðàëíî ìÿñòî âúâ âñÿêî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îïèñâàùî äèíàìè÷íè ïðîöåñè ðàçâèâàùè
ñå âúâ âðåìåòî è ïðîñòðàíñòâîòî.
• Óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèÿòà íà ÎÄÓ å îáåêò íà èíòåíçèâíî èçñëåäâàíå îò ìíîãî

èçñëåäîâàòåëè, êîåòî ïðîäúëæàâà äî íàøè äíè.
2. Öåëè íà äèñåðòàöèÿòà.
• Îáçîð âúðõó èçñëåäâàíèÿòà âúðõó ðàçëè÷íèòå âèäîâå óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèÿòà íà

ÔÄÓ.
• Èçñëåäâàíå êðèòåðèèòå çà óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèåòî ïðè ñìóùàâàíå íà ñèñòåìà ÎÄÓ

îò ïúðâè ðåä ñ âåêòîðíî ïîëå çàâèñåùî îò ôóíêöèîíàë.
• Ðàçâèâàíå èäåÿòà çà óñòîé÷èâîñò íà ×ÄÓ îò ïàðàáîëè÷åí òèï ñúäúðæàùî ôóíêöèî-

íàë.
• ×èñëåíî ðåøàâàíå íà ÔÄÓ (íà÷àëíà çàäà÷à) ñ ïðåêúñâàíèÿ íà ðåøåíèåòî è äåìîí-

ñòðèðàíå íà óñòîé÷èâîñòòà. Çà öåëòà å èçïîëçâàíòåõíèêàòà íà ìåòîäà íà Ðóíãå-Êóòà è
Åðìèòîâè ïîëèíîìè.

3. Çàäà÷è íà äèñåðòàöèÿòà.
Ðàçãëåäàíè ñà ñëåäíèòå çàäà÷è âêëþ÷âàùè ÔÄÓ:

• Íà÷àëíà çàäà÷à çà ñèñòåìà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ñ íåëèíåéíî âåêòîðíî ïîëå çàâèñåùî
îò ôóíêöèîíàë.
• Íà÷àëíà çàäà÷à çà ×ÄÓ îò ïàðàáîëè÷åí òèï ñúäúðæàùî îïðåäåëåíè ôóíêöèîíàëè

(�maxima� è çàáàâÿù àðãóìåíò).
• ×èñëåíà çàäà÷à çà ñèñòåìà îò äâå ÎÄÓ ñ ôóíêöèîíàë (òèï çàáàâÿù àðãóìåíò) è

ïðåêúñâàíå íà ðåøåíèåòî (èìïóëñåí åôåêò).
Îñíîâíè ìàòåìàòè÷åñêè ìåòîäè, èçïîëçâàíè â äèñåðòàöèÿòà
Îñíîâíèòå ìåòîäè, èçïîëçâàíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, ñà ñâúðçàíè ñ òðàäèöèîííèÿ

ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò íà ðåàëíèÿ àíàëèç è â ÷àñòíîñò íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.
Ñúùåñòâåíî ñå èçïîëçâà êëàñè÷åñêîòî íåðàâåíñòâî íà Gronwall. Ñúùî òàêà, âàæíî ìÿñ-

òî çàåìà è ëåìàòà íà Öîðí. Èçïîëçâàíè ñà ñòàíäàðòíèòå ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòòà. Îñâåí
òîâà å èçïîëçâàíà è Åðìèòîâà èíòåððïîëàöèÿ, ðàçøèðÿâàéêè ðåøåíèÿòà ñ òåõíèòå Åðìè-
òîâè ïîëèíîìè îò 3-òà ñòåïåí.
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1 Óâîä

Â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä ñà ðàçãëåäàíè äâà îñíîâíè òèïà ôóíêöèîíàëíè äèôåðåí-
öèàëíè óðàâíåíèÿ (ÔÄÓ): îáèêíîâåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ) îò ïúðâè ðåä
ñ âåêòîðíè ïîëåòà çàâèñåùè îò ôóíêöèîíàëè è íåõîìîãåííè ïàðàáîëè÷íè ÷àñòíè äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (×ÄÓ), êîèòî ñúäúðæàò ôóíêöèîíàëè â íåõîìîãåííàòà ÷àñò. Íàé-
îáùèÿò êëàñ ÔÄÓ îçíà÷àâàìå ñ F .

Ðàçãëåæäàíèÿòà íè ñå ðåñòðèêòèðàò âúðõó òåçè äâà îñíîâíè òèïà ÔÄÓ:
• dx/dt = f(t, x, ϕ(x(t))) ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ñ âåêòîðío ïîëå f çàâèñåùo îò ôóíêöèîíàëa

ϕ(x(t)), çàâèñåù îò íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ x(t); òàêèâà ÄÓ ùå íàðè÷àìå ôóíêöèîíàëíè
îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ èëè ñúêðàòåíî ÔÎÄÓ.
• ∂u/∂t = Lu+F (t, u, ψ(u(t, x))) - ïàðàáîëè÷íî ×ÄÓ îò âòîðè ðåä ñ ôóíêöèÿ íà èçòî÷-

íèêà (ðåàêöèÿòà) F çàâèñåùà îò ôóíêöèîíàëa ψ(u(t, x)), êîéòî îò ñâîÿ ñòðàíà çàâèñè îò
íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u(t, x); L å åëèïòè÷åí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð äåôèíèðàí ïðè îï-
ðåäåëåíè óñëîâèÿ, êîèòî ñà ðàçãëåäàíè ïî-íàòàòúê; çà òåçè ôóíêöèîíàëíè ×ÄÓ ïðèåìàìå
ñúêðàùåíèåòî Ô×ÄÓ, à êîãàòî ñà ïàðàáîëè÷íè - ÔÏÄÓ.

ÔÄÓ ñúñ çàêúñíÿâàù àðãóìåíò èìàò ôîðìàòà:

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ)) (τ ≥ 0), (1)

êúäåòî âåëè÷èíàòà τ îïðåäåëÿ çàêúñíåíèåòî è ó÷àñòâà â äåôèíèðàíåòî íà ôóíêöèîíàëà.
Íàé-îáùî, ôóíêöèîíàëúò ó÷àñòâàù â òåçè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, å èçîáðàæåíèå

ñúïîñòàâÿùî íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, ðåàëíî èëè êîìïëåêñíî ÷èñëî. Àêî èçîáðàæåíèåòî
å ëèíåéíî èëè íåëèíåéíî, òîãàâà ôóíêöèîíàëúò å ëèíååí èëè íåëèíååí, ñúîòâåòíî.

Îïèñàíèòå ïî-ãîðå ÔÄÓ ñå èçïîëçâàò â ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà åâîëþöèîííè ïðîöå-
ñè, â êîèòî ñúñòîÿíèåòî íà ñèñòåìàòà çàâèñè îò ôóíêöèîíàë îïðåäåëåí ÷ðåç ðåøåíèåòî.
Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïðåäñòàâåíèÿ íà ôóíêöèîíàëèòå: â èíòåãðàëíà ôîðìà, ñ îòêëîíÿ-
âàù ñå àðãóìåíò ([47], [48], [56]-[59], [61]-[62], [123]), ÷ðåç �maxima� ([5]-[13]), ÷ðåç ñêàëàðíî
ïðîèçâåäåíèå è ò.í.

Ïðåç 1965 ã. â óíèâåðñèòåòà Ï. Ëóìóìáà â Ìîñêâà, å ïðîâåäåíà ïúðâàòà â ñâåòà êîí-
ôåðåíöèÿ ïî òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ íà ÔÄÓ ñ îòêëîíÿâàù ñå àðãóìåíò. Âàæíîñòòà íà
òîçè êëàñ óðàâíåíèÿ ïðîèçõîæäà îò òîâà, ÷å ñå îïèñâàò ïðîöåñè ñ ïîñëåäåéñòâèÿ. Â ïîñ-
ëåäíèòå ãîäèíè òåîðèÿòà íà òåçè óðàâíåíèÿ íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå â îáëàñòòà íà
ìåõàíèêàòà, ôèçèêàòà, íåëèíåéíàòà îïòèêà, õèìèÿòà, èêîíîìèêàòà, áèîëîãèÿòà, ïîïóëà-
öèîííàòà äèíàìèêà, òåîðèÿòà íà àâòîìàòè÷íîòî óïðàâëåíèå è êîìïþòúðíîòî ñèìóëèðàíå,
àâòîìîáèëîñòðîåíåòî è òåõíîëîãèèòå. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà ÔÄÓ ñ îòêëîíÿâàù àðãóìåíò
ñà èíòåíçèâíî èçñëåäâàíè â ïîñëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ.

Â èçñëåäâàíèòå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà åâîëþöèîííè ïðîöåñè â ïðèðîäàòà è òåõíî-
ëîãèèòå ó÷àñòâàò ôóíêöèîíàëè îïèñâàùè çàâèñèìîñòòà íà äàäåíî ñúñòîÿíèå íà ñèñòåìàòà
îò �ïðåäèñòîðèÿòà�. Èíòåðåñúò êúì èçñëåäâàíå íà ÔÄÓ ñå äúëæè, ãëàâíî íà ôàêòà, ÷å
íàëè÷èåòî íà ôóíêöèîíàë â ñàìîòî ÄÓ ïðîìåíÿ êà÷åñòîòî íà ðåøåíèåòî ìó. Òîâà ìîæå
äà ñå èëþñòðèðà íàïðèìåð, êàòî ñå ðàçãëåäà èçîáðàæåíèåòî y = sinx, êîåòî î÷åâèäíî å
ãëàäêî â R, ò.å. ãðàôèêàòà å êëàñè÷åñêàòà ñèíóñîèäà. Ðàçãëåæäàéêè îáà÷å, èçîáðàæåíèåòî
w = max

s∈[x−a,x]
sin s (x ∈ R), êîåòî å ôóíêöèîíàë, íå å òðóäíî äà ñå ïðîâåðè, ÷å òî âå÷å íå å

ãëàäêî, ò.å. ãðàôèêàòà ùå èìà òî÷êè ñ "ðúáîâå"(ðîãîâè òî÷êè) - òàì ïðîèçâîäíàòà ïðàâè
ñêîê è ãëàäêîñòòà ñå ãóáè. Ñ äðóãè äóìè äåéñòâèåòî íà ôóíêöèîíàëà ïðîìåíÿ êà÷åñòâåíî
òàçè êëàñè÷åñêà ôóíêöèÿ.
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Èñòîðè÷åñêè çà ïúðâè ïúò ÔÄÓ ñà áèëè èçñëåäâàíè îò Euler, Bernoulli, Lagrange,
Laplace, Poisson è äðóãè, îùå ïðåç 18 - 19 âåê [56]. Èçòî÷íèöè çà ôóíêöèîíàëíè äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà áèëè è ðàçëè÷íè ãåîìåòðè÷íè çàäà÷è.

Ïðåç 1908 ã., íà ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Emile Picard àêöåíòèðà âúðõó âàæíîñòòà
íà ïðîáëåìà çà íàñëåäñòâåíîñòòà ïðè ìîäåëèðàíåòî íà ôèçè÷åñêèòå ñèñòåìè, [2]. Èíòåðå-
ñúò êúì òîçè òèï óðàâíåíèÿ íàðàñòâà ñëåä 1940 ã. ([55]). Ïðåç 1956 ã. Í. Êðàñîâñêèé ñòèãà
äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å çà äà ñå èçñëåäâà äàäåíà ðåàëíà ñèñòåìà ñ ïîìîùòà íà ÔÄÓ è çà äà
ìîæå ïî-àäåêâàòíî äà ñå îïðåäåëè íåéíîòî áúäåùî ñúñòîÿíèå, òðÿáâà äà áúäå âçåòî ïîä
âíèìàíèå ñúñòîÿíèåòî �è íå ñàìî â ñåãàøíèÿ, íî è â îòìèíàë ïåðèîä îò âðåìå.

Ïðåç ïîñëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ êà÷åñòâåíàòà òåîðèÿ íà ÔÄÓ ñå èçïîëçâà çà èçñëåäâà-
íèÿ â îáëàñòòà íà ìèêðîáèîëîãèÿòà, åïèäåìèîëîãèÿòà è íàé-îáùî â ìåäèöèíàòà ([55],
[56], [57]), [58], [59]). Íàé-÷åñòî, äèíàìèêàòà íà æèâàòà ïðèðîäà â áèîëîãè÷íèòå ìîäåëè
ñå õàðàêòåðèçèðà ñ ôàêòà, ÷å âúâ âñåêè ìîìåíò ñúñòîÿíèåòî íà ñèñòåìàòà çàâèñè îò ñúñ-
òîÿíèåòî é â ïðåäèøíè ìîìåíòè. Òîãàâà ìîäåëèðàíåòî ñå èçâúðøâà àäåêâàòíî ñ ÔÄÓ
([55]). Çàäà÷àòà �õèùíèê-æåðòâà� ðàçãëåäàíà ïðåç 1928-1931 ã [56] å òèïè÷åí ïðèìåð. Ïðåç
1934 ã., Kostyzin ðàçãëåæäà çàäà÷à îò îáëàñòòà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà áèîëîãèÿ "Symbiose,
Parasitisme et Evolution"[56].

Ñúùåñòâóâàò ìîäåëè ñ ÔÄÓ ñâúðçàíè ñ ãåîìåòðèÿòà è òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà, [2]. Ïðèëî-
æåíèå íà ÔÄÓ èìà è â çàäà÷àòà çà âèñêîåëàñòè÷íîñòòà (êëàñè÷åñêà çàäà÷à îò ìåõàíèêàòà)
- èçñëåäâàíà îò Volterra ïðåç 1909 ã.[56].

Ïðåç 1936 ã., Callender è Stevenson ðàçãëåæäàò çàäà÷àòà çà íåñòàáèëíîñò â ñèñòåìèòå
ñ âðåìåâî çàêúñíåíèå [56]. Ïðåç 1939 ã., Gorelik ðàçãëåæäà çàäà÷àòà çà ìèêðîâúëíîâèÿ
îñöèëàòîð [56]. Voznesensky è Solodovnikov ïðåç 1934-1941 ã., ðàçãëåæäàò ïðîáëåìà çà âëè-
ÿíèåòî íà hydroshok âúðõó ñòàáèëíîñòòà íà òóðáèíèòå [56]. Ïðåç 1934 ã., Bogomolov ðàç-
ãëåæäà ìîäåë íà ñèñòåìè ñ îáðàòíà âðúçêà çà õèäðîåëåêòðè÷åñêè ñòàíöèè [56]. Minorsky
ïðåç 1942 ã., ðàçãëåæäà çàäà÷àòà çà ñòàáèëíîñòòà íà êîðàáèòå [56]. Andronov è Mayer ïðåç
1946 ã., ðàçãëåæäàò çàäà÷àòà çà âðåìåâîòî çàêúñíåíèå â ñèñòåìèòå ñ îáðàòíà âðúçêà [56].
Kabakov è Sokolov ïðåç 1946 ã., ðàçãëåæäàò ïðîáëåìà, ñâúðçàí ñ êîíòðîë íà ïðîöåñà âúðõó
íàëÿãàíåòî íà ïàðàòà [56]. Gerasimov ïðåç 1949 ã., ðàçãëåæäà ñèñòåìè ñ îáðàòíà âðúçêà çà
òðàíñôåð íà òîïëèíà [56]. Ïðåç 1939 ã., Tychonov ðàçãëåæäà ôóíêöèîíàëíî äèôåðåíöèàë-
íî óðàâíåíèå îò òèïà íà Volterra [56]. Â ïóáëèêàöèèòå [60], [61], [62] å èçñëåäâàíà íà÷àëíàòà
çàäà÷à.

Èíòåðåñíè ïðèëîæåíèÿ íà ÔÄÓ â ìåõàíèêàòà, åëåêòðîòåõíèêàòà è îïòèìàëíîòî óï-
ðàâëåíèå ìîãàò äà ñå âèäÿò â [125], [56], [57], [58], [60], [61]. Ïðèëîæåíèÿ â áèîòåõíîëîãèèòå
ñà ðàçãëåäàíè â ðàáîòèòå [125] è [61].

Â òåîðèÿòà íà ÔÄÓ å âúçïðèåòà ñëåäíàòà êëàñèôèêàöèÿ: óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñíåíèå,
óðàâíåíèÿ ñ èçïðåâàðâàíå è óðàâíåíèÿ îò íåóòðàëåí òèï. Àíàëèòè÷íî òåçè óðàâíåíèÿ
èìàò ôîðìàòà:

♦ y′(t) = (t, y(h(t))), h(t) < t, ñúñ çàêúñíåíèå
♦ y′(t) = (t, y(H(t))), H(t) > t, ñ èçïðåâàðâàíå
♦ y′(t) = (t, y(h(t)), y′(h(t))), h(t) < t, íåóòðàëåí òèï ñúñ çàêúñíåíèå
♦ y′(t) = (t,H(h(t)), H ′(h(t))), H(t) > t, íåóòðàëåí òèï ñ èçïðåâàðâàíå

Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèå ñúñ çàêúñíåíèå ìîãàò äà áúäàò: ëèíåéíè, íåëèíåéíè, àâ-
òîíîìíè èëè íåàâòîíîìíè, ïåðèîäè÷íè ñ ïåðèîä T > 0.

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè âèäîâå çàêúñíåíèÿ íà àðãóìåíòà: íåîãðàíè÷åíî çàêúñíåíèå,
êðàéíî çàêúñíåíèå, ïðîìåíëèâî çàêúñíåíèå (íåôèêñèðàíî âúâ âðåìåòî).
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Ïðè äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèå ñúñ çàêúñíåíèå, çà ðàçëèêà îò îáèêíîâåíèòå, ìèíà-
ëîòî èëè èñòîðèÿòà, ó÷àñòâà è îêàçâà âëèÿíèå êàêòî âúðõó íàñòîÿùåòî, òàêà è âúðõó
áúäåùåòî íà ñèñòåìàòà, ìîäåëèðàíà ñ ïîìîùòà íà äàäåíîòî ÔÄÓ. Íåùî ïîâå÷å, çà ðàçëè-
êà îò ÎÄÓ, òóê íà÷àëíîòî óñëîâèå å çàìåíåíî ñ òàêà íàðå÷åíàòà íà÷àëíà ôóíêöèÿ, êîÿòî
å äåôèíèðàíà â äàäåí èíòåðâàë îò âðåìå.

Ðåøåíèÿòà íà ÔÄÓ ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ ðàçëè÷íè êà÷åñòâåíè îöåíêè, ÷èåòî èçñëåäâàíå
íå å çàâúðøåíî. Îáåêò íà èçñëåäâàíå ñà:

? Îñöèëàöèÿòà íà ðåøåíèåòî, [38], [46], [16], [17].
? Ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëíè è ãëîáàëíè ðåøåíèÿ [38], [46].
? Ñúùåñòâóâàíå íà ïðåêúñíàòè ðåøåíèÿ è/èëè ïðîèçâîäíè íà ðåøåíèÿòà, [16] (ñ. 21,

ñ. 39).
? ßâëåíèåòî "óìèðàíå íà ðåøåíèåòî, ò.å, ðåøåíèåòî êëîíè êúì íóëà, [46] (ñ. 22).
Ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî íà ÔÄÓ.
Íà÷àëíàòà çàäà÷à (çàäà÷à íà Êîø�è) çà ÎÄÓ â êëàñè÷åñêèÿ ñìèñúë, ñå ñâåæäà äî íàìè-

ðàíå íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâàùà íà÷àëíîòî óñëîâèå. Èçâåñòíè ñà îñíîâ-
íèòå òåîðåìè çà: ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî, íåïðåêúñíàòà çàâèñèìîñò
îò íà÷àëíîòî óñëîâèå, äèôåðåíöèðóåìîñò íà ðåøåíèåòî, äèôåðåíöèðóåìà çàâèñèìîñò îò
ïàðàìåòðè, êîãàòî èìà òàêèâà â ñàìîòî óðàâíåíèå, ïåðèîäè÷íîñò íà ðåøåíèåòî ïðè îïðå-
äåëåíè óñëîâèÿ è ò.í. Îñíîâèòå íà êà÷åñòâåíàòà òåîðèÿ íà ÎÄÓ å ðàçãëåäàíà ïîäðîáíî â
[34], [38], [47], [49] è ëèòåðàòóðàòà öèòèðàíà òàì.

Â òåîðèÿòà íà ÔÄÓ ñúùåñòâóâàò àíàëîãè÷íè òåîðåìè, íî ñ íÿêîè ðàçëè÷èÿ â óñëîâèÿòà,
ïîðàäè ðàçëè÷íîòî äåôèíèðàíå íà çàäà÷àòà ñ íà÷àëíî óñëîâèå çà ÔÄÓ.

Êîãàòî èìàìå ÔÄÓ îò ïúðâè ðåä ñ íà÷àëíî óñëîâèå, òîãàâà çà äà ñúùåñòâóâà åäèíñ-
òâåíî ðåøåíèå, ñå íàëàãàò ñúùî èçèñêâàíèÿ ñïðÿìî âåêòîðíîòî ïîëå. Ïðîáëåìúò çà ñú-
ùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèÿòà íà ÔÄÓ å äèñêóòèðàí â [38], [123], [2], [16], [56],
ñúùî òàêà â [2], [35], [40], [48], [49], [50], [52], [53], [54], [55].

Ñúùåñòâóâàíåòî íà ïåðèîäè÷íè è ïî÷òè ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ íà ÔÄÓ å äèñêóòèðàíî
â [124], [2], [12], [31], [37], [40], [48], [41], [42], [43], [45], [47], [55].

Óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèÿòà íà ÔÄÓ
Îñíîâåí ïðèíîñ â òåîðèÿòà íà óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèÿòà íà ÔÄÓ èìà Ëÿïóíîâ, [117],

[122], [127]. Âàæíè ðåçóëòàòè â òàçè îáëàñò èìàò è Í. Ã. ×åáîòàðåâ, Í. Í. Ìåéìàí, Þ. È.
Íåéìàðê, ß. Ç. Öûïêèí.

Ïðåç 1840 ã., G. B. Airy å îòêðèë, ÷å íåïðàâèëíîòî ïðîåêòèðàíå íà ñèñòåìèòå çà óï-
ðàâëåíèå ñ îáðàòíà âðúçêà âîäè äî ãîëåìè àìïëèòóäè â îñöèëèðàùèòå ðåøåíèÿ, [31]. Òîé
ïðúâ å äèñêóòèðàë íåóñòîé÷èâîñòòà íà ñèñòåìèòå çà óïðàâëåíèå, ìîäåëèðàíè ÷ðåç äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ïðåç 1868 ã., J. C. Maxwell àíàëèçèðà óñòîé÷èâîñòòà íà óñòðîéñò-
âàòà ðåãóëèðàùè ðàáîòàòà íà ïàðåí äâèãàòåë, [31]. Ïðåäëîæåíî å ëèíåàðèçèðàíå íà äè-
ôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ íà äâèæåíèåòî è èçñëåäâàíå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå
íà äàäåíàòà ñèñòåìà. Ïîêàçàíî å, ÷å ñèñòåìèòå ñà óñòîé÷èâè, àêî êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñ-
òè÷íîòî óðàâíåíèå èìàò îòðèöàòåëíè ðåàëíè ÷àñòè. Åäíà îò òðóäíîñòèòå ïðè èçó÷àâàíåòî
íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñíåíèå å òðàíñöåäåíòíèÿò õàðàêòåð íà õàðàêòå-
ðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå, ïðèòåæàâàùî áåçêðàéíî ìíîãî êîìïëåêñíè êîðåíè, [31], [14]. Çà
àâòîíîìíè ëèíåéíè ñèñòåìè, ñúùåñòâóâà òåîðåìà çà óñòîé÷èâîñò, àíàëîãè÷íà íà òåîðåìà-
òà íà Lyapunov çà óñòîé÷èâîñò ïî ïúðâî ïðèáëèæåíèå. Òîçè ðåçóëòàò å äîêàçàí îò Raitom
ïðåç 1948 ã. Òåîðåìà çà íåóñòîé÷èâîñò å äîêàçàíà îò S. N. Shimanov, [38].

Óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèåòî íà åäíî ÔÄÓ ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å ïðè íàëè÷èå íà ìè-
íèìàëíî ñìóùåíèå (ïåðòóðáàöèÿ) â íà÷àëíîòî óñëîâèå, ðåøåíèåòî ñå îòêëîíÿâà ìíîãî
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ìàëêî. Óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèÿòà íà ÔÄÓ å îáåêò íà èçñëåäâàíå îò ìíîãî ìàòåìàòèöè,
[116],[122], [59], [56], [58]. Â ïîñëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ ñå ñúçäàäàâàò ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè
íà åâîëþöèîííè ïðîöåñè [15], [34], [34]. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîòî îïèñàíèå íà åâîëþöèÿòà íà
ðåàëíèòå ïðîöåñè, ïîäëîæåíè íà êðàòêîâðåìåííè ñìóùåíèÿ, ÷åñòî ñå îêàçâà óäîáíî äà ñå
ïðåíåáðåãíå âðåìåòðàåíåòî íà òåçè ñìóùåíèÿ è äà ñå ïðèåìå, ÷å òå èìàò ½ìîìåíòàëåí�
õàðàêòåð. Òàêàâà èäåàëèçàöèÿ âîäè äî íåîáõîäèìîñòòà äà ñå èçó÷àâàò äèíàìè÷íè ñèñòåìè
ñ ïðåêúñíàòè òðàåêòîðèè èëè, êàêòî òå ñå íàðè÷àò, äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ èìïóëñíî
âúçäåéñòâèå èëè èìïóëñíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÈÄÓ). Íåîáõîäèìîñòòà îò èçó÷àâà-
íåòî íà ÈÄÓ å ïðîäèêòóâàíà îò ïðèëîæåíèÿòà èì â òåîðèÿòà íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå,
êîìïþòúðíàòà ñèìóëàöèÿ, áèîëîãèÿòà, ìåõàíèêàòà, áèîòåõíîëîãèèòå, ìåäèöèíàòà, åëåêò-
ðîíèêàòà, ðàäèîòåõíèêàòà, èêîíîìèêàòà è ò. í., [31], [39]. Ñúùåñòâóâàò ìàòåìàòè÷åñêè
ìîäåëè, â êîèòî ó÷àñòâàò ÈÄÓ ñ ôóíêöèîíàëè, [87], ò.å. èìàìå èìïóëñíè ôóíêöèîíàë-
íè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Èìïóëñíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà ñðàâíèòåëíî íîâ
äÿë îò òåîðèÿòà íà îáèêíîâåíèòå è ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Òå áåëåæàò ñâîå-
òî íà÷àëî ïðåç 1960 ã. ñúñ ñòàòèÿòà íà Â. Ä. Ìèëüìàí è À. Ä. Ìûøêèñ [122]. Ñúùåñòâóâà
åäíî ñïåöèôè÷íî ÷âëåíèå ïðè ÈÄÓ, êîåòî íàðè÷àìå "áèåíå"íà ðåøåíèÿòà. Êàêòî ïðè
êëàñè÷åñêèòå ÎÄÓ è ïðè ÈÄÓ ñ ôóíêöèîíàëè èìàìå áèôóðêàöèè è ñëèâàíå íà ðåøåíèÿ,
óìèðàíå íà ðåøåíèÿ è çàãóáà íà ñâîéñòâîòî àâòîíîìíîñò.

Îòáåëÿçâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà àêòèâíîñò â èçñëåäâàíåòî íà òåîðèÿòà íà ÔÄÓ è íà ÈÄÓ
ñ ôóíêöèîíàëú â ïîñëåäíîòî äâàäåñåòèëåòèå íà 20-òè âåê, êîåòî ïðîäúëæàâà è äî ñåãà.
Èíòåðåñúò êúì òîâà èçñëåäâàíå ñå äúëæè íà ãîëåìèòå âúçìîæíîñòè çà ìàòåìàòè÷åñêî
ìîäåëèðàíå ïîñðåäñòâîì ÈÄÓ ñ ôóíêöèîíàë âúâ âàæíè îáëàñòè íà íàóêàòà è òåõíèêà-
òà êàòî òåîðèÿ íà îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå, ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà, áèîòåõíîëîãèèòå,
èìïóëñíàòà òåõíèêà, ïðîìèøëåíàòà ðîáîòèêà, èêîíîìèêàòà è äð. Â ïåðèîäà ñëåä 1988 ã.
ñà ïîëó÷åíè âàæíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ èìïóëñíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ìàëúê
ïàðàìåòúð. Ðàçâèòèåòî íà òåîðèÿòà íà èìïóëñíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ìàëúê
ïàðàìåòúð å ñâúðçàíî ñ èìåíàòà íà À. Ì. Ñàìîéëåíêî, Í. À. Ïåðåñòþê, À. À. Áîé÷óê
è ìíîãî äðóãè, [20] - [26]. Òóê îòáåëÿçâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò è áúëãàðñêè èçñëåäîâàòåëè ñ
ïðèíîñè â êà÷åñòâåíàòà òåîðèÿ íà ÈÄÓ è ÈÄÓ ñ ôóíêöèîíàëè. Òîâà å ïðîô. Ä. Ä. Áàéíîâ
è íåãîâèòå ñúòðóäíèöè, [103], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [12], [13], [23], [24], [25].

Ïðåç ïåðèîäà íà ïîñëåäíîòî äåñåòèëåòèå ïîÿâèõà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà íåâðîííè
ìðåæè, â êîèòî èìàò ïðèëîæåíèå ÈÄÓ è ÈÄÓ ñ ôóíêöèîíàëè, [30],[31].

Èìïóëñíèòå ÔÄÓ èìàò ôîðìàòà:∣∣∣∣∣ x
′(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), t 6= δi(x),

∆x
∣∣∣
t=δi(x)

= Ii(x), (2)

êúäåòî âúðõó ïîâúðõíèíèòå t = δi(x), ñå îïðåäåëÿ ìîìåíòà íà èìïóëñà (ìîìåíòà íà ñêîêà);
òóê ∆x å ñêîêà íà ðåøåíèåòî â èìïóëñíèÿ ìîìåíò t = δi(x); Ii(x) å ãîëåìèíàòà íà ñêîêà
íà ðåøåíèåòî â ìîìåíòà t = δi(x).

Ñëåäíèòå ñâîéñòâà çà ÈÔÄÓ ñà îáåêò íà èçñëåäâàíå:
◦ �áèåíå� íà ðåøåíèÿòà, ò.å. åäíî è ñúùî ðåøåíèå �ïðåìèíàâà� ïðåç åäíà è ñúùà èì-

ïóëñíà ïîâúðõíèíà ïîâå÷å îò åäèí ïúò;
◦ �óìèðàíå� íà ðåøåíèÿòà;
◦ ñëèâàíå íà ðåøåíèÿòà;
◦ çàãóáà íà ñâîéñòâîòî àâòîíîìíîñò;
◦ íàëè÷èå íà ðàçëè÷íè ìîìåíòè íà èìïóëñíî âúçäåéñòâèå çà ðàçëè÷íèòå ðåøåíèÿ.
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Îòáåëÿçâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò èìïóëñíè ñèñòåìè ñ ôèêñèðàíè âúâ âðåìåòî èìïóëñè ò.å,
êîãàòî δi(x) = δi = const. Òàêà íàïðèìåð, ÿâëåíèåòî �áèåíå� çà ðåøåíèÿòà ñå ñðåùà ñàìî
ïðè ñèñòåìè ñ èìïóëñè â íåôèêñèðàíè ìîìåíòè îò âðåìåòî. Äà îòáåëåæèì, ÷å �áèåíå�
èìàìå, òîãàâà êîãàòî èíòåãðàëíàòà êðèâà ñðåùà åäíà è ñúùà èìïóëñíà õèïåðïîâúðõíèíà
ïîâå÷å îò åäèí ïúò (ìîæå è áåçáðîé ìíîãî ïúòè). Òîâà ÿâëåíèå ìíîãî ÷åñòî å ñåðèîçíà
ïðè÷èíà ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà ñ èìïóëñè äà áúäå íåïðîäúëæèìî èëè äà èçëèçà èçâúí
îáëàñòòà, â êîÿòî èçñëåäâàìå ñèñòåìàòà.

ßâëåíèåòî �áèåíå� íà ðåøåíèÿòà íà ÈÄÓ å èçñëåäâàíî ïîäðîáíî â ðàáîòèòå [87], êúäåòî
ñà íàìåðåíè óñëîâèÿ, ïîçâîëÿâàùè äà ñå èçáåãíå òîçè ôåíîìåí. È òóê åäíè îò íàé-âàæíèòå
âúïðîñè ñà òåçè, ñâúðçàíè ñ íåïðåêúñíàòàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèåòî îò íà÷àëíîòî óñ-
ëîâèÿ, îò ïàðàìåòðèòå â äÿñíà ÷àñò è îãðàíè÷åíîñòòà. Ñúùåñòâóâàíåòî íà ïåðèîäè÷íè
ðåøåíèÿ, êàêòî è óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèÿòà ñà îáåêò íà àêòèâíè èçñëåäâàíèÿ.

Íåïðåêúñíàòàòà çàâèñèìîñò íà ðåøåíèÿòà íà ÈÄÓ ñ ôóíêöèîíàë, îò íà÷àëíîòî óñ-
ëîâèå, êàêòî è íåïðåêúñíàòàòà çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðè å èçñëåäâàíà â [87], [12]. Òàì å
äàäåíà è ïîäðîáíà áèáëèîãðàôèÿ íà ðàáîòèòå, ïîñâåòåíè íà òåçè âúïðîñè.

Ôóíêöèîíàëíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ”maxima”
Ñïåöèàëåí âèä ÔÄÓ ñà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñ �maxima�, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà

âèä ôóíêöèîíàë. Òåçè óðàâíåíèÿ ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò ïðè ìîäåëèðàíå íà ÿâëåíèÿ è
ïðîöåñè, ÷èåòî ñúñòîÿíèå âúâ âñåêè ìîìåíò çàâèñè ñúùåñòâåíî îò ìàêñèìàëíîòî èì ñúñ-
òîÿíèå â îòìèíàë èíòåðâàë îò âðåìå. Çà öåëòà å íåîáõîäèìî äà èìà äîáðå ðàçðàáîòåíà
òåîðèÿ çà òîçè òèï óðàâíåíèÿ, êîÿòî ñúäúðæà êàêòî êà÷åñòâåíè ðåçóëòàòè, òàêà è ïðèá-
ëèæåíè ìåòîäè çà òÿõíîòî ðåøàâàíå. Òðóäíîñòòà ïðè ðàçðàáîòâàíåòî íà òàçè òåîðèÿ ñå
äúëæè îñíîâíî íà íàëè÷èåòî íà îïåðàòîðà �maxima�, êîéòî íå ïîçâîëÿâà äîðè è â ëè-
íåéíèÿ ñëó÷àé ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè óðàâíåíèåòî äà áúäå ðåøåíî â àíàëèòè÷åí âèä.
Íàëè÷èåòî íà îïåðàòîðúò �maxima� â óðàâíåíèÿòà ãè ïðàâè íåëèíåéíè. Íåëèíåéíîñòòà
âîäè ïðàêòè÷åñêè äî íåâúçìîæíîñò òåçè óðàâíåíèÿ äà ñå ðåøàò â ÿâåí âèä è èçèñêâà ñà-
ìîñòîÿòåëíî èçó÷àâàíå íà ñâîéñòâàòà íà òåõíèòå ðåøåíèÿ è ðàçðàáîòâàíå íà åôåêòèâíè
ìåòîäè çà ïðèáëèæåíîòî èì ðåøàâàíå. Ôîðìóëèðîâêàòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñ
�maxima� ñå ñðåùà èñòîðè÷åñêè çà ïðúâ ïúò ïðåç 1966 ã. â ìîíîãðàôèÿòà íà Å. Ïîïîâ [126].
Â òàçè êíèãà àâòîðúò ìîäåëèðà äèíàìèêàòà íà åëåêòðè÷åñêîòî íàïðåæåíèå, âúçíèêâàùî
â ãåíåðàòîð çà ïîñòîÿííî íàïðåæåíèå, êîéòî îò ñâîÿ ñòðàíà çàõðàíâà âåðèãà ñ ïðîìåíëèâà
êîíñóìàöèÿ. ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë âêëþ÷âà ñëåäíîòî ÔÄÓ:

T0u
′(t) + u(t) + q max

[t−h,t]
u(s) = f(t), (3)

êúäåòî T0 è q ñà êîíñòàíòè, õàðàêòåðèçèðàùè îáåêòà, u(t) å ðåãóëèðàíîòî íàïðåæåíèå è
f(t) å âúíøíèÿò èçòî÷íèê. Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïîðàäè ëèïñà äîðè è íà îñíîâíè ðåçóëòàòè çà
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ”maxima” ïî òîâà âðåìå, â òàçè ìîíîãðàôèÿ ìîäåëúò å ñàìî
ôîðìóëèðàí. Â ñúùîòî âðåìå òîçè ìîäåë, èçïîëçâàí â èíæåíåðíàòà ëèòåðàòóðà, ïîñòàâÿ
íà÷àëîòî íà ðàçâèòèåòî íà åäíà íîâà òåîðèÿ â îáëàñòòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ.
Äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñ �maxima� ñà èçñëåäâàíè îò Ä. Áàéíîâ è íåãîâèòå ñúòðóä-
íèöè â [5] - [11]. Îòáåëÿçâàìå, ÷å ðåøåíèÿòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñ ”maxima”
ïðèòåæàâàò ñâîéñòâà, êîèòî ñå ðàçëè÷àâàò îò ñâîéñòâàòà íà ðåøåíèÿòà íà èçâåñòíèòå â
ëèòåðàòóðàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñíåíèÿ.

Â äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å íàïðàâåí îáçîð íà èçñëåäâàíèÿòà âúðõó óñòîé÷èâîñòòà íà
ðåøåíèÿòà íà íà÷àëíàòà çàäà÷à çà ÔÄÓ è ñà öèòèðàíè ãîëÿì áðîé ðàçëè÷íè ñòàòèè è
ìîíîãðàôèè âúðõó ðàçãëåæäàíèòå òåìè. Ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà çà ñúùåñòâóâàíå íà óñòîé-
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÷èâè ðåøåíèÿ çà ÔÄÓ ïðè îïðåäåëåíè èçèñêâàíèÿ âúðõó âåêòîðíèòå ïîëåòà è íà÷àëíèòå
ôóíêöèè. Ïðåäëîæåí å êðèòåðèé çà óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèåòî íà íà÷àëíàòà çàäà÷à, çà
ÔÄÓ, ñìóòåíî ÷ðåç äîñòàòú÷íî �ìàëêà� ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâàùà îïðåäåëåíè óñëîâèÿ.
Äîêàçàíà å óñòîé÷èâîñò (â ñìèñúë íà Ëÿïóíîâ) ñ ïîìîùòà íà îðèãèíàëíè îöåíêè çà ðå-
øåíèÿòà. Ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè îôèöèàëíî, [1].

ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà óñòîé÷èâè ðåøåíèÿ çà ïàðà-
áîëè÷íè óðàâíåíèÿ ñ �maxima� è ñ îïðåäåëåíè íà÷àëíè è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, [115].

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷à çà ñúùåñòâóâàíå íà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå çà ÔÄÓ ñ èìïóëñè. Äèñ-
êóòèðàí å âúïðîñúò çà óñòîé÷èâîñò íà ïîëó÷åíîòî ÷èñëåíî ðåøåíèå ÷ðåç ìåòîäà íà Ðóíãå-
Êóòà è Åðìèòîâè ïîëèíîìè, [114].

Èçïîëçâàíèòå ïóáëèêàöèè, â êîèòî ó÷àñòâà àâòîðúò ñà: [1], [114], [115].

2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÐÅÇÓËÒÀÒÈ

2.1 Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà óñòîé÷èâîñò ïî Ëÿïóíîâ íà ÔÄÓ îò

I-âè ðåä

Ðàçãëåæäàìå íà÷àëíàòà çàäà÷à: ∣∣∣∣ ẋ(t) = A(t)x+ f̃(t, x)
x(t0) = x0 ∈ Rn (4)

êúäåòî A(t) å ãëàäêà n× n ìàòðèöà, f̃ äîñòàòú÷íî ãëàäêà.
Ñúîòâåòíàòà íà (4) ñìóòåíà çàäà÷à å:∣∣∣∣ ẋ(t) = f(t, x) + εR(λt(x)), t > t0

x(t0) = ϕ(t), t ∈ [−α, t0],
(5)

êúäåòî ϕ(t0) = x0 è f(t, x) = A(t)x+ f̃(t, x).
Òóê R å äèôåðåíöèðóåìà â ñìèñúë íà Ãàòî́ ôóíêöèÿ, λt : C([t − α, t],Rn) → Rn å

ôóíêöèîíàë; ïðèåìàìå, ÷å λt å ëèíåéíèÿ âåêòîð-ôóíêöèîíàë,

λt(Z) ≡


λ1
t (Z)
λ1
t (Z)
λ1
t (Z)
. . .

λ1
t (Z)

 ∈ Rn, Z = Z(s) ∈ Rn

,
êúäåòî Z = Z(t) å n - ìåðíà âåêòîð-ôóíêöèÿ, Z ∈ Rn; λit(Z)(i = 1, ..., n) ñà ÷èñëîâè

êîìïîíåíòè íà n - ìåðåí âåêòîð λt(Z). Ñ äðóãè äóìè âñÿêî λit å ëèíååí ôóíêöèîíàë λit :
Z 7−→ λit(Z) ∈ R.

Ïðèåìàìå, ÷å çà íà÷àëíèòå çàäà÷è (4), (5) ñà óäîâëåòâîðåíè èçèñêâàíèÿòà:
H1.
|λt| < c1 (c1 > 0 - ðåàëíà êîíñòàíòà). Ëèíåéíèÿò îïåðàòîð A(t) å îãðàíè÷åí, ò.å.

‖A(t)‖ < M, ∀ t ∈ [t0,∞), M > 0.

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å f è R ñà ëèïøèöîâè ôóíêöèè ñ åäíà è ñúùà êîíñòàíòà íà Ëèïøèö
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L, ò.å.,

(a) f ∈ Lip(L;R× Rn), ‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,∀t ∈ [t0,∞),

(b) R ∈ Lip(L;Rn), ò.å. ‖R(ξ)−R(η)‖ ≤ ‖ξ − η‖,
(6)

êúäåòî Lip(L;R×Rn) è Lip(L,Rn) ñà êëàñîâå âêëþ÷âàùè ëèïøèöîâè ôóíêöèè ñ åäíà
è ñúùà êîíñòàíòà L, ò.å. f : R× Rn → Rn, R : Rn → Rn.

Ïî-íàòàòúê, ïðåäïîëàãàìå ÷å t0 = 0, è R(0) = f(t, 0) = 0 (t ∈ R), îò êúäåòî ñå âèæäà,
÷å f̃ å ñúùî ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ ñ êîíñòàíòà íà Ëèïøèö M + L, è f̃(t, 0) = 0.

H2. Ñèñòåìàòà (4) èìà óñòîé÷èâî ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå x = 0, êîåòî å ãàðàíòèðàíî
ïîðàäè ñúùåñòâóâàíåòî íà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ V (t, x) çà íåïåðòóðáèðàíàòà ñèñòåìà (4).
Ôóíêöèÿòÿ V å, òàêàâà ÷å å óäîâëåòâîðåíî íåðàâåíñòâîòî

∂V

∂t
+∇V · f(t, x) ≤ 0 (7)

Çàáåëåæêà 2.1. ∇V ≡ grad V -ãðàäèåíò íà V , ò.å. ∇V ≡
( ∂V
∂x1

, . . . ,
∂V

∂xn

)
. Ïðèåòî å îç-

íà÷åíèåòî ∇V.f(t, x), êîåòî å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå
〈
·, ·
〉
íà âåêòîðèòå ∇V è f(t, x)),

ò.å. èìàìå ∇V.f ≡
〈
∇V, f

〉
≡ ∂V

∂x1

f1 +
∂V

∂x2

f2 + · · ·+ ∂V

∂xn
fn, f ≡ (f1, f2, . . . , fn)t.

Îñâåí òîâà, ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ôóíêöèè ã(‖x‖) è
b̃(‖x‖), òàêèâà ÷å

ã(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ b̃(‖x‖). (8)

Ïîëàãàìå Φ(t, x) ≡
〈
∇V,R(λt(x))

〉
, è ïðåäïîëàãàìå, ÷å Φ å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ

â ñìèñúë íà Ãàòî́.

Çàáåëåæêà 2.2. Òóê ïðèåìàìå, ÷å íà÷àëîòî Î å ðàâíîâåñíà òî÷êà (ñòàöèîíàðíà èëè
ôèêñèðàíà, ò.å. f(t, 0) = 0 = f̃(t, 0)).

Ðàçãëåæäàìå ëèíåéíàòà ñèñòåìà

ż = A(t)z, (9)

êîÿòî ùå èçïîëçâàìå â ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ.
Äåôèíèðàìå ôóíêöèîíàëà

(λs − λτ ) : C([t0 − α,∞];Rn),

êúäåòî s, r ñà ðåàëíè ïàðàìåòðè, ïðèíàäëåæàùè íà åäèí èíòåðâàë Ω ⊂ R. Íàøàòà öåë å äà
ïîêàæåì, ÷å ‖λs−λτ‖ ïðèåìà ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò çà s, r îò ïîñî÷åíèÿ ïî-ãîðå èíòåðâàë.

Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî {λs}s∈Ω, êúäåòî Ω ⊂ R, è îñâåí òîâà äåôèíèðàìå

Sk ≡ {mk(s, τ) = ‖λs − λτ‖ : 0 ≤ s ≤ τ, kα ≤ τ < (k + 1)α}, (10)

êúäåòî k = 1, 2, . . .. Î÷åâèäíî, èíòåðâàëèòå, â êîèòî ñå íàìèðàò s è τ çàâèñÿò îò k = 1, 2, . . ..
Çà åëåìåíòèòå íà Sk ñúùåñòâóâà ðåëàöèÿòà

mk(s, τ) ≺ mk(r, τ),
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êúäåòî mk(s, τ),mk(τ, τ) ∈ Sk .
Ñúùåñòâóâàò ñâîéñòâàòà:

(i) mk(s, τ) ≺ mk(s, τ);

(ii) àêî mk(a, τ) ≺ mk(b, τ) è mk(b, τ) ≺ mk(a, τ),

òîãàâà mk(a, τ) = mk(b, τ);

(iii) àêî mk(a, τ) ≺ mk(b, τ) è mk(b, τ) ≺ mk(c, τ),

òîãàâà mk(a, τ) ≺ mk(c, τ)

(ïîñëåäíîòî ñâîéñòâî íàðè÷àìå òðàíçèòîâíîñò).

(11)

Îò ñâîéñòâàòà (i)-(iii) ñëåäâà, ÷å ìíîæåñòâîòî Sk å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ÷ðåç ðåëàöèÿòà
≺. Î÷åâèäíî, çà âñÿêîmk(a, τ) èmk(b, τ) ñúùåñòâóâàmk(c, τ), òàêîâà ÷åmk(a, τ) ≺ mk(c, τ)
è mk(b, τ) ≺ mk(c, τ). Òîãàâà mk(c, τ) å åäíà ãîðíà ãðàíèöà çà mk(a, τ) è mk(b, τ).

Ùå ôîðìóëèðàìå ñëåäíàòà ëåìà, êîÿòî å ñëåäñòâèå íà Ëåìàòà íà Öîðí, â íàøèÿ ñëó÷àé.

Ëåìà 1. Ìíîæåñòâîòî Sk å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å âñÿêî ëèíåéíî íàðå-
äåíî ïîäìíîæåñòâî íà Sk ïðèòåæàâà ãîðíà ãðàíèöà â Sk. Òîãàâà Sk ñúäúðæà ïîíå åäèí
ìàêñèìàëåí åëåìåíò, êîéòî îçíà÷àâàìå,

Mk ≡ max
s∈[0,τ ]

‖λs − λτ‖,

êúäåòî kα ≤ τ < (k + 1)α, k = 1, 2, . . ..

Ëåìà 2. Ôóíêöèèòå f è R â (5) óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî íà Ëèïøèö (6), êúäåòî L > 0
å åäíà è ñúùà êîíñòàíòà çà äâåòå ôóíêöèè â îáëàñòòà ‖x‖ ≤ cx (cx - ïîëîæèòåëíà
êîíñòàíòà). Òîãàâà ðåøåíèåòî x(t) íà (5) óäîâëåòâîðÿâà îöåíêàòà ‖x‖ ≤ ‖x0‖eLθk(t),
êúäåòî x0 = x(0), è

θk(t) ≡ [1 + ε(Mk + c1)]t, Mk ≡ max
[0,τ ]
‖λs − λτ‖,

kα ≤ t ≤ τ ≤ (k + 1)α (k = 1, 2, . . .).

Ëåìà 3. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà, (4) çà êîÿòî ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
íà Ëèïøèö ñ êîíñòàíòà L â îáëàñòòà ‖x‖ < Cx (Cx ≡ const > 0). Òîãàâà ðåøåíèåòî
x̃(t) íà (4) óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

‖x̃‖ ≤ ‖x0‖eLc̃t,

êúäåòî 0 ≤ t ≤ l ≤ kα (k = 1, 2, . . .), x0 = x(0), è c̃ = 1 + c1ε.

Ëåìà 4. Çà âàðèàöèîííîòî óðàâíåíèå (9) å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî

‖z‖ ≤ ‖x0‖eMt.

Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà òîâà, êîåòî èçïîëçâàìå â Ëåìà 5 è Ëåìà 6.

12



Ëåìà 5. Ðàçãëåæäàìå ðåøåíèÿòà x(t) è x̃(t) íà (5) è (4), ñúîòâåòíî. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å
óñëîâèÿòà íà Ëåìà 2 ñà óäîâëåòâîðåíè. Òîãàâà èìàìå ñëåäíàòà îöåíêà:

‖x(t)− x̃(t)‖ ≤ εc1‖x0‖
θk(1)

(
eLθk(τ) − 1

)
eLt (k = 1, 2, . . . ),

êúäåòî θk(τ) å äåôèíèðàíà â Ëåìà 2.

Òóê çàáåëÿçâàìå, ÷å ñëåä "âêëþ÷âàíå" íà ñìóùåíèåòî R ðàçëèêàòà ìåæäó ‖x− x̃‖ ìîæå
äà ñòàíå äîñòà ãîëÿìà ñ íàðàñòâàíåòî íà t. Òîâà íè äàâà âúçìîæíîñò äà êîíòðîëèðàìå
òàçè ðàçëèêà ÷ðåç âàðèðàíå íà L è ε.

Òåîðåìà 2.1. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñëåäâàùèòå óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè:
1. Õèïîòåçèòå H1, H2 çà ñèñòåìà (5);
2. Â ìíîæåñòâîòî ω ≡ {(t, x) : t ∈ [−α,∞), ‖x‖ < Cx}, (α > 0, Cx > 0),

|Φ| ≤M‖x‖d,
∣∣∣∂Φ

∂x

∣∣∣ ≤M‖x‖d−1,

êúäåòî d ≥ 1; òóê ïðîèçâîäíàòà
∂Φ

∂x
å ëèíååí è íåïðåêúñíàò ôóíêöèîíàë íà Ãàòó.

3. Ñúùåñòâóâàò τ > 0 δ > 0, òàêèâà, ÷å çà âñÿêî α ≥ 0, ‖x0‖ < ε0 x0 = ϕ(t0) èìàìå∫ τ

0

Φ(z(t))dt ≤ −δ‖x0‖q, 0 < q < d,

êúäåòî z(t) å ðåøåíèåòî íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà (9) ñ íà÷àëíî óñëîâèå z(0) = x0.
Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà (4) å ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî (â ñìèñúë íà Ëÿïóíîâ).

Çàêëþ÷åíèå
Îòáåëÿçâàìå, ÷å àêî ïîçíàâàìå ôóíêöèÿòà íà Ëÿïóíîâ V (t, x) çà íåñìóòåíàòà ñèñòåìà,

è àêî õèïîòåçèòå H1 è H2 ñà óäîâëåòâîðåíè, òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñìóòåíàòà ñèñ-
òåìà å ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî. Êàòî ñëåäñòâèå îò íàïðàâåíèòå ïî-ãîðå îöåíêè Òåîðåìà 2.1
ìîæåì äà äîêàæåì, ÷å íóëåâîòî ðåøåíèå å è ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Êàòî
ïðèëîæåíèå íà ïîêàçàíèÿ ïî-ãîðå ìåòîä ìîæåì äà èçñëåäâàìå èìïóëñíè çàäà÷è, êîèòî ñà
àíàëîãè÷íè íà ðàçãëåäàíèòå.

2.2 Óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèÿòà íà ÔÄÓ ñ ïðåêúñíàòè ðåøåíèÿ

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà ñèñòåìà îò ôóíêöèîíàëíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñíå-
íèå:

x′(t) = f(t, x(t), x(t− σ)) for t ∈ I = [0, T ], t 6= τi, x(s) = ψ(s), s ∈ [−σ, 0], (12)

∆x|t=τi(x(t)) = Si(x) (i = 1, . . .) (13)

Íåêà f : I × Rn × Rn → Rn å äîñòàòú÷íî ãëàäêà âåêòîð-ôóíêöèÿ, τi : Rn → R è
Si : Rn → Rn ñà íåïðåêúñíàòè ïî Ëèïøèö, ïðåñè÷àùè ðàâíèíèòå è ñêîöè íà ôóíêöèèòå,
ñúîòâåòíî. Çà óäîáñòâî ïðè ðàçãëåæäàíèÿòà ïðèåìàìå, ÷å τ0 = 0.
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Íàëè÷èåòî íà çàêúñíåíèå ïðàâè ñèñòåìàòà (13) ïî-ñëîæíà çà èçó÷àâàíå. Ïî ïðèíöèï å
òðóäíî äà ñå èçó÷è ÷èñëåíî ïðèáëèæàâàíå (ðåøàâàíå) íà ñèñòåìè ñúñ çàêúñíåíèå äîðè è
â ñëó÷àèòå, êîãàòî íÿìà èìïóëñè.

Ïðåäâàðèòåëíè õèïîòåçè

Íåêà äà ïðèåìåì, ÷å f(·, ·) å äîñòàòú÷íî ãëàäêà ôóíêöèÿ (ñëåäîâàòåëíî ëîêàëíî ëèï-
øèöîâà) ò.å ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ v : I×R+ → R+ ñ |f(t, x)| ≤ v(t, |x|) òàêàâà,
÷å ìàêñèìàëíîòî ðåøåíèå íà r′ = v(t, r) ñúùåñòâóâà I çà âñÿêî íà÷àëíî óñëîâèå r(0) ≥ 0.

A1. τi(·) ñà M -Lipschitz è Si : Rn → Rn ñà µ-Lipschitz.

A2. τi(x+ Si(x)) 6= τj(x), ∀ j 6= i è ∀ x ∈ Rn.

Ùå ïðèåìåì, ÷å A3 èëè A4 ñà èçïúëíåíè.

A3. τi(x) < τi+1(x) çà âñÿêî x ∈ Rn, ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:
1) Ñúùåñòâóâà êîíñòàòíòà α < 1 òàêàâà, ÷å 〈∂τi(x), f(t, x, y)〉 ≤ α for i = 1, . . . , r, è çà

âñÿêî (t, x, y) ∈ I × Rn, êúäåòî ïðîèçâîäíèòå ñúùåñòâóâàò;
2) τi(x) ≥ τi(x+ Si(x)).

A4. τi(x) > τi+1(x) çà âñÿêî x ∈ Rn ñëâåäíèòå äâå óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè:
1) Ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà β > 1 òàêàâà, ÷å 〈∂τi(x), f(t, x, y)〉 ≥ β for i = 1, . . . , r è çà

âñÿêî (t, x, y) ∈ I × Rn, êúäåòî ïðîèçâîäíèòå ñúùåñòâóâàò;
2) τi(x) ≤ τi(x+ Si(x)).

A5.f(t, ·) å ëèïøèöîâà ñ êîíñòàíòà K, K ∈ R+, (K å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà).
Ìíîãîêðàòíîòî ïðåñè÷àíå íà ðåøåíèåòî íà åäíà ïîâúðõíèíà e èçâåñòíî â ëèòåðàòóðàòà,

êàòî ôåíîìåí beating phenomena áèåíå íà ðåøåíèåòî. Èìà ðåäèöà ïóáëèêàöè ñâúðçàíè
ñ òîçè ïðîáëåì, êàòî íàïðèìåð â ðàáîòèòå íà [23], [24], [25].

Ìåòîä íà Ðóíãå - Êóòà çà ÔÄÓ ñ ïðåêúñíàòè ðåøåíèÿ

Íåêà å äàäåíî åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî N , ïîëàãàìå h =

{
1
N

}
è íåêà tj = jh å åäíà

ðàâíîìåðíà ìðåæà â èíòåðâàë [0, 1], êúäåòî j = 0, 1, ..., N .
Äàäåíàòà ñèñòåìà ñå ïðåñìÿòà èòåðàòèâíî áåç èìïóëñè, èçïîëçâàéêè ñëåäíèòå ðåëàöèè:

ηh(tj+1) = ηh(tj) + h

s∑
ν=1

bνkν , (14)

kν = f

(
tj + cνh, ηh(tj) + h

ν∑
l=1

aνlkl, νh(tj + clt− σ)

)
(ν = 1, . . . , s). (15)

Ìðåæîâàòà ôóíêöèÿ ηh(.) óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî:

max
j=0,...,N

‖ηh(tj)− x(tj)‖ ≤ Chp, (16)

ïðè ïîäõîäÿùè óñëîâèÿ çà ãëàäêîñò íà äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî è ïðè ïîäõîäÿù
èçáîð íà êîåôèöèåíòèòå bν , cν , aν,l in (14)�(15).

Òóê x(·) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (13) áåç èìïóëñè.
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Ïîðàäè íàëè÷èåòî íà çàêúñíåíèå â ñèñòåìàòà (13) ñå ïîëó÷àâà ïðåêúñâàíå íà ïðîèç-
âîäíèòå íà ðåøåíèåòî x(·). Òåçè òî÷êè òðÿáâà äà áúäàò âêëþ÷åíè â ìðåæàòà îò òî÷êè.
Ïúðâî âêëþ÷âàìå ìðåæàòà îò òî÷êèòå: σ, 2σ, ..., kσ, êúäåòî âñÿêî k = p èëè kσ > T .

Àêî íàìåðèì òî÷êè íà ñêîöè (èìïóëñè) τ , òîãàâà âêëþ÷âàìå è òåçè òî÷êè â ìðåæàòà
τ, τ + σ, τ + 2σ, ...,

Íåùî ïîâå÷å, òúé êàòî èìàìå íàëè÷èå íà çàêúñíåíèå, òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà çíàåì
ñòîéíîñòèòå íà ðåøåíèåòî íå ñàìî â ìðåæàòà, íî çà âñÿêî t.

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñ-
íåíèÿ. Â òàçè ðàáîòà å èçïîëçâàíà Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ, ðàçøèðÿâàéêè ðåøåíèÿòà ñ
òåõíèòå Åðìèòîâè ïîëèíîìè îò ñòåïåí 3, àêî ìåòîäúò å îò âòîðè ðåä èëè ïîëèíîìè íà
Åðìèò, àêî å îò ÷åòâúðòè ðåä.

Ïîëèíîìèòå íà Åðìèò îò òðåòè ðåä ñå äåôèíèðàò çà âñÿêà êîîðäèíàòà xk íà ðåøåíèåòî
x â (tj, tJ+1) ïî îòíîøåíèå íà t ñòîéíîñòèòåHk(tj) = xk(tj).H

′k(tj) = fk(tj, x(tj)),H
k(tj+1 =

xk(tj+1) è H ′k(tj+1) = fk(tj+1, x(tj+1)).
Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äåôèíèðàò ïîëèíîìèòå íà Åðìèò îò 5-òà ñòåïåí, èçïîëçâàéêè

ïîñëåäîâàòåëíî èíòåðâàëèòå (t2k, t2k+1) è (t2k+1, t2k+2). Ïðèëàãàìå ìåòîäà íà Ðóíãå-Êóòà
çà èìïóëñíàòà ñèñòòåìà è ïîëàãàìå

ϕi(t) ≡ τi(x(t))− t, (t ∈ [0, T ]),

ϕi,h(tj) ≡ τi(ηh(tj))− tj, (j = 0, 1, . . . , N).

Èçïîëçâàéêè ñòàíäàðòíèòå ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòòà ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæåíî äàäåíàòà
ñèñòåìà (13) è ñúîòâåòíî ïîä ìðåæàòà îò òî÷êèòå tj, j = 1, . . . , N . Âúâ âñåêè åäèí èíòåðâàë
[tj, tj+1] ïðîâåðÿâàìå, äàëè ôóíêöèÿòà ñè ñìåíÿ çíàêà ϕi,h(·). Àêî å òàêà ò.å. ôóíêöèÿòà
ñè ñìåíÿ çíàêà (çà íÿêîå ïðîéçâîëíî i), òîãàâà äèñêðåòíàòà òðàåêòîðèÿ ηh(·) ïðàâè ñêîê â
èíòåðâàëàà (tj, tj+1) êîéòî ñêîê å áëèçî äî i-òèÿ ñêîê íà òî÷íîòî ðåøåíèå x(·). Ñëåä òîâà
èçïîëçâàìå ðàçëè÷íè ñòðàòåãèè çà äà îïðåäåëèì òî÷êàòà íà ñêîêà. Èçïîëçâàéêè Åðìèòî-
âè ïîëèíîìè H(t) of ηk(·) ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî τk(H(t)) − t = 0. Ðåøåíèåòî τk ïúðâîòî
ïðèáëèæåíèå â òî÷êàòà íà ñêîêà τk(x). Ñëåä òîâà íàìèðàìå ïðèáëèîæåíî ðåøåíèå â òî÷-
êàòà ñ ìîìîùòà íà Ðóíãå-Êóòòà ìåòîäè τ̄i è ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà ϕi,h(ηk(τ̄i))−τi. Àêî
ñòîéíîñòòà å ïî-ìàëêà, òîãàâà hp+1 ïîëàãàìå ti = τ̄i. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ïðîäúëæàâàìå,
ò.å. ïðîâåðÿâàìå èíòåðâàëà êúäåòî ϕi(·) ñè ñìåíÿ çíàêà è ñëåä òîâà èçïîëçâàìå Åðìèòîâà
èíòåðïîëàöèÿ íà ðåøåíèåòî â òîçè ïîäèíòåðâàë. Îòíîâî ðåøàâàìå τi(H(t)) − t = 0. Âòî-
ðîòî ïðèáëèæåíèå å íàïúëíî äîñòàòú÷íî çà íàøèòå öåëè íà çàäà÷àòà. Ïðèáëèæåíèåòî τ̇i å
âêëþ÷åíî â ìðåæàòà îò òî÷êè è ïðîäúëæàâàìå ïðåñìÿòàíèÿòà èçïîëçâàéêè ñòàíäàðòíèòå
ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòòà.

×èñëåíè ïðèìåðè
Êîíñòðóèðàìå ïðèìåð çà äà ïîêàæåì ñúùåñòâóâàíåòî íà óñòîé÷èâî ðåøåíèå íà ÔÄÓ-

ÎÀ ïðè äàäåíè íà÷àëíè óñëîâèå.
Êîðåêòíîñòòà è òî÷íîñòòà íà ìåòîäà, êîéòî ñå èçïîëçâà òóê å ðàãëåäàí â ñëåäíàòà

Òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. [29] Íåêà ñà èçïúëíåíè ïðåäïîëîæåíèÿòà SH ìÿðêàòà íà ðàçñòîÿíèåòî
ìåæäó òî÷íîòî ðåøåíèå y(·) è ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ηh(·) å O(hp) ïðè N äîñòàòú÷íî
ãîëÿìî.

Ðàçãëåæäàíèòå ïðèìåðè âêëþ÷âàò äâå òî÷êè íà ïðåêúñâàíå, ò.å. ðåøåíèåòî ïðàâè äâà
ñêîêà.
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Ïî ñúùåñòâî ñå ðàçãëåæäàò ÷èñëåíè ìåòîäè (ïî-òî÷íî - ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà) çà ðåøà-
âàíå íà èìïóëñíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåíëèâè ìîìåíòè íà èìïóëñíè âúçäåéñ-
òâèÿ. Ðàçãëåäàí å åäèí îò îñíîâíèòå âàðèàíòè, à èìåííî êîãàòî èìïóëñèòå ñå îïðåäåëÿò
ñ ïîìîùòà íà íåïðåêúñíàòè è íå ïðåñè÷àùè ñå (ïîäðåäåíè) õèïåðïîâúðõíèíè îò ðàçøè-
ðåíîòî ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî íà ñèñòåìàòà. Èìïóëñíèòå ìîìåíòè ñúâïàäàò ñ ìîìåíòèòå, â
êîèòî èíòåãðàëíàòà êðèâà ïðåñè÷à íÿêîÿ îò ñïîìåíàòèòå ïî-ãîðå õèïåðïîâúðõíèíè.

Ñ äðóãè äóìè ðàçãëåæäàìå íà÷àëíàòà çàäà÷à:

ẏ = f(·, ·)

x(t) ≡ y(t) ≡ 0.05, t ∈ [−0.5, 0]

and
x(t) ≡ y(t) ≡ 0.3, t ∈ [−0.5, 0].

Ïúðâî ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî ñ íà÷àëíî óñëîâèå x(t) ≡ y(t) ≡ 0.05, ñëåä òîâà ðåøàâàìå
ñ äðóãî íà÷àëíî óñëîâèå x(t) ≡ y(t) ≡ 0.3.

Ïðåäíàçíà÷åíèåòî íà ïðèìåðà ïî-äîëó å äà ïîêàæå, ÷å ïðè ìíîãî ìàëêè ïðîìåíè â íà-
÷àëíîòî óñëîâèå èìàìå ìíîãî ìàëêà ïðîìÿíà â ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî. Ò.å. ðåøåíèåòî
å óñòîé÷èâî. Òîâà ìîæå äà áúäå âèäÿíî îò ãðàôèêàòà ïîêàçàíà ïî-äîëó.

Â òåçè ïðèìåðè óñëîâèåòî íà Ëèïøèö ïî îòíîøåíèå íà t å ðàâíîìåðíà ïî ñóïðåìóì
íîðìà. Ïðè ïðåñìÿòàíèÿòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ñà èçïîëçâàíè íåÿâíè ìåòîäè íà
Ðóíãå-Êóòòà îò 4-ðåä ñúñ ñòúïêà 0.1. Ïðåñìÿòàíèÿòà ñà ðåàëèçèðàíè ñ ïîìîøòà íà MatLab
7.14.0.739.

Â òîçè ñëó÷àé å òðóäíî äà áúäå íàìåðåíî òî÷íî ðåøåíèå,íåêà äà ïîëîæèì z = x + y,
òîãàâà ñèñòåìàòà çà z ïðèåìà âèäà ż = z + 1. z(0) = 0.05.

Â òàáëèöà ñà ïîêàçàíè ñòîéíîñòèòå íà òî÷íèòå ðåøåíèÿ çà z(t), è ïðèáëèæåíèòå ñòîé-
íîñòè íà ðåøåíèåòî x(t) è y(t).

Ïðèìåð 2.1. Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà:∣∣∣∣ x′(t) = x(t) + cos2 x(t− 0.5) + sin2 y(t− 0.5)− 1.1, t ∈ [0, 1]
y′(t) = y(t) + sin2 x(t− 0.5) + cos2 y(t− 0.5) + 0.1, t 6= τi(x, y),

where
x(t) ≡ y(t) ≡ 0.05, t ∈ [−0.5, 0], initial condition

Óðàâíåíèÿòà íà èìïóëñíèòå ïîâúðõíè ñà:

τ1 : t = x+ y − 0.08,

τ2 : t = x+ y − 1,

Èìïóëñíèÿò åôåêò å çàäàäåí ñ ïîìîøòà íà èçðàçèòå:

∆1 =

(
sin2(x)

20
;

cos2(x)

10

)

∆2 =

(
cos2(y)

10
;

sin2(y)

5

)

16



Çà äà ðåøèì ñèñòåìàòà (2.3) ïîëàãàìå z = x(t) + y(t), òîãàâà ñèñòåìàòà ïðèåìà âèäà
ż = z+1, ñ íà÷àëíî óñëîâèå z(0) = 0.05. ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ż = z+1
å

z = cet − 1, t ∈ [0, 1],

êúäåòî c = 1.05 è ïîëó÷àâàìå z = 1.05et − 1.
Èçïîëçâàìå íåÿâíè ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòòà îò ñòåïåí 4 ñúñ ñòúïêà 0.1 çà ïðèáëèæåíî

ïðåñìÿòà íà ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (2.3) è Åðìèòîâè ïîëèíîìè îò 5-òà ñòåïåí.
Òî÷íîòî âðåìå íà ïúðâèå ñêîê å τ1 = 0.1910648479 è τ2 = 0.961006338. Ïðèáëèæåòî

âðåìå íà ñêîöèòå å τ1ap = 0.1900128479 è τ2ap = 0.9598531304. Â òàáëèöàòà ïî-äîëó ñà
ïîñòàâåíè òî÷íèòå ðåøåíèå íà z(t), è ïðèáëèæåíèòå ðåøåíèå íà x(·) è y(·). The error is
r(t) = |xap(t) + yap(t)− z(t)|.

Ðåçóëòàòèòå çà òî÷íèòå è ïðèáëèæåíèîòå ðåøåíèÿ ñà ïî÷î÷åíè â ñëåäíàòà òàáëèöà.

t zex(t) xRK4(t) yRK4(t) r(t)
0.00 0.0500000000 0.0300000000 0.0200000000 0.000000000
0.10 0.1604294639 0.0802147320 0.0818190266 0.0016042946
0.15 0.2199259549 0.1099629775 0.1121622370 0.0021992595
0.19 0.3710648478 0.1855324239 0.1892430724 0.0037106485
0.20 0.3833704149 0.1916852075 0.1955189116 0.0038337041
0.30 0.5288607515 0.2644303758 0.2697189833 0.0052886075
0.40 0.6896524404 0.3448262202 0.3517227446 0.0068965244
0.50 0.8673547387 0.4336773694 0.4423509167 0.0086735474
0.60 1.0637461510 0.5318730755 0.5425105370 0.0106374615
0.70 1.2807922284 0.6403961142 0.6532040365 0.0128079223
0.80 1.5206652410 0.7603326205 0.7755392729 0.0152066524
0.90 1.7857659185 0.8928829593 0.9107406184 0.0178576592
0.96 2.1610063386 0.9790140312 0.9985943118 0.0195802806
1.00 2.2619381942 1.1309690971 1.1535884790 0.0226193819

Òàáëèöà 1: Òî÷íè ðåøåíèÿ è ïðèáëèæåíè RK4 ðåøåíèÿ íà Example 2.1

Ïðèìåð 2.2. Ðàçãëåæäàìå îòíîâî ñúùàòà ñèñòåìà îò ïðèìåð (2.1)∣∣∣∣ x′(t) = x(t) + cos2 x(t− 0.5) + sin2 y(t− 0.5)− 1.1, t ∈ [0, 1]
y′(t) = y(t) + sin2 x(t− 0.5) + cos2 y(t− 0.5) + 0.1, t 6= τi(x, y),

ñ íîâî íà÷àëíî óñëîâèå

x(t) ≡ y(t) ≡ 0.3, t ∈ [−0.5, 0], íà÷àëíî óñëîâèå

Óðàâíåíèÿòà íà èìïóëñíèòå ïîâúðõíèíè ñà:

τ1 : t = x+ y − 0.08,

τ2 : t = x+ y − 1,

Èìïóëñíèÿò åôåêò âå èçðàçåí ñ ïîìîøòà íà èçðàçèòå:

∆1 =

(
sin2(x)

20
;

cos2(x)

10

)
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∆2 =

(
cos2(y)

10
;

sin2(y)

5

)
Çà äà ðåøèì ñèñòåìàòà (2.3) ïîëàãàìå z = x(t) + y(t), òîãàâà ñèñòåìàòà ïðèåìà âèäà

ż = z+1, ñ íà÷àëíî óñëîâèå z(0) = 0.03. ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ż = z+1
å

z = cet − 1, t ∈ [0, 1],

êúäåòî c = 1.03 è ïîëó÷àâàìå z = 1.03et − 1.
Èçïîëçâàìå íÿâíè ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòòà îò 4-ðåä ñúñ ñòúïêà 0.1 çà ïðåñìÿòàíå íà

ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.3) è Åðìèòîâè ïîëèíîìè îò 5-òà ñòåïåí.
Òî÷íîòî âðåìå íà èìïóëñèòå å τ1 = 0.2721005266 è τ2 = 1.312968945484. Ïðèáëèæåíîòî

âðåìå íà èìïóëñèòå å τ1ap = 0.27010135000 è τ2ap = 1.292855955484. Â òàáëèöàòà ïî-äîëó
ñà ïîñòàâåíè òî÷íèòå ðåøåíèÿ íà z(t), è ïðèáëèæåíèòå ðåøåíèÿ x(·) è y(·).

Ðåçóëòàòèòå çà ñòîéíîñòèòå íà òî÷íîòî ðåøåíèå è ïðèáëèæåíèòå ðåøåíè ñà äàäåíè â
ñëåäíàòà òàáëèöà:

t zex(t) xRK4(t) yRK4(t) r(t)
0.00 0.3000000000 0.150000000 0.150000000 0.000000000
0.10 0.4367221935 0.227095541 0.222728319 0.013101666
0.20 0.5878235856 0.305668265 0.299790029 0.017634708
0.25 0.6692330417 0.348001182 0.341308851 0.020076991
0.27 0.8065346452 0.419398016 0.411332669 0.024196039
0.30 0.2030690148 0.105595888 0.103565198 0.00609207
0.40 0.3295968876 0.171390382 0.168094413 0.009887907
0.50 0.4694318129 0.244104543 0.239410225 0.014082954
0.60 0.6239733057 0.324466119 0.318226386 0.018719199
0.70 0.7947680692 0.413279396 0.405331715 0.023843042
0.80 0.9835254748 0.511433247 0.501597992 0.029505764
0.90 1.1921346700 0.619910028 0.607988682 0.03576404
1.00 1.4226834858 0.739795413 0.725568578 0.042680505

Òàáëèöà 2: Òî÷íè ðåøåíèÿ è ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ íà Example ??

Ãðàôèêàòà Γ1 ñå îòíàñÿ çà ñëó÷àÿ ñ íà÷àëíî óñëîâèå x(t) ≡ y(t) ≡ 0.3, for the equation
(2.3).

Ãðàôèêàòà Γ2 ñå îòíàñÿ çà ñëó÷àÿ ñ íà÷àëíî óñëîâèå x(t) ≡ y(t) ≡ 0.05, for the equation
(??).

We use implicit Runge-Kutta method of order 4 with step 0.1 for appreoximate solution.
Denote approximate solution by xRK4 and yRK4. Exact jump times are τ1 = 0.1910648479 and
τ2 = 0.961006338. After the �rst jump we solve the initial problem with a new initial condition
and after the socond jump we solve the initial problem with a new initial condition.

Ðàçãëåæäàìå ñúùèÿò ïðèìåð ñ íîâè ïîâúðõíèíè.

Ïðèìåð 2.3. Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà:∣∣∣∣ x′(t) = x(t) + cos2 x(t− 0.5) + sin2 y(t− 0.5)− 1.1, t ∈ [0, 1]
y′(t) = y(t) + sin2 x(t− 0.5) + cos2 y(t− 0.5) + 0.1, t 6= τi(x, y),

êúäåòî
x(t) ≡ y(t) ≡ 0.05, t ∈ [−0.5, 0], initial condition

18



H

Ôèãóðà 1: Γ1 x(t) ≡ y(t) = 0.05, Γ2 x(t) ≡ y(t) = 0.3.

Óðàâíåíèÿòà íà èìïóëñíèòå ïîâúðõíèíè ñà:

τ1 : t = x+ y − 0.081,

τ2 : t = x+ y − 1,

Èìïóëñíèÿò åôåêò å äàäåíñ ïîìîøòà íà èçðàçèòå:

∆1 =

(
sin2(x)

20
;

cos2(x)

10

)

∆2 =

(
cos2(y)

10
;

sin2(y)

5

)
Çà äà ðåøèì ñèñòåìàòà (2.3) ïîëàãàìå z = x(t) + y(t), òîãàâà ñèñòåìàòà ïðèåìà âèäà

ż = z + 1, ñ íà÷àëíî óñëîâèå z(0) = 0.05. The solution of the di�erential equation ż = z + 1 å

z = cet − 1, t ∈ [0, 1],

êúäåòî c = 1.05 è ïîëó÷àâàìå z = 1.05et − 1.
Èçïîëçâàìå íåÿâíè ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòòà îò 4-òè ðåä ñúñ ñòúïêà 0.1 çà ïðåñìÿòàíå

íà ïðèáëèæåíîòî ðåùøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.3) è Åðìèòîâè ïîëèíîìè îò 5-òà ñòåïåí.
Òî÷íîòî âðåìå íà èìïóëñèòå å τ1 = 0.194722595371534 è τ2 = 0.961408466960965. Ïðèá-

ëèæåíîòî âðåìå íà èìïóëñèòå å τ1ap = 0.1946123810 è τ2ap = 0.9611072860. Â òàáëèöàòà
ñà ïîñòàâåíè òî÷íèòå ðåøåíèÿ íà z(t), è ïðèáëèæåíèòå ðåøåíèÿ x(·) è y(·). Ãðåøêàòà å
r(t) = |xap(t) + yap(t)− z(t)|.

Ðåçóëòàòèòå çà òî÷íîòî è ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ñà äàäåíè â ñëåäíàòà òàáëèöà.

Ïðèìåð 2.4. Ðàçãëåæäàìå åäíî èìïóëñíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Óðàâíåíèåòî å êîí-
ñòðóèðàíî, òàêà ÷å â ìîìåíò t ðåøåíèåòî íà òîâà óðàâíåíèå "óìèðà". Òóê ùå òåñòâàìå
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t zex(t) xRK4(t) yRK4(t) r(t)
0.00 0.3000000000 0.15000000000 0.1500000000 0.00000000000
0.10 0.1604294639 0.08021473200 0.0818190266 0.00160429460
0.15 0.2199259549 0.12755705384 0.0901696415 0.00219925955
1.19 0.3757225954 0.21791910533 0.1540462641 0.00375722595
0.20 0.3830020316 0.22214117833 0.1570308330 0.00383002032
0.30 0.5284536249 0.30650310244 0.2166659862 0.00528453625
0.40 0.6892024959 0.39973744762 0.2825730233 0.00689202496
0.96 2.3614084669 1.35361691080 0.9861774714 0.02161408467
1.00 2.2857967971 1.32576214232 0.9371766868 0.02285796797

Òàáëèöà 3: Òî÷íè ðåøåíèÿ è ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà Example 2.3

ðàçãëåäàíèÿ Ðóíãå-Êóòòà ìåòîä. Ðåøåíèåòî x(t) íà ðàçãëåæäàíèÿò ïðèìåð "decay ò.å
èìàìå beating phenomena áèåíå íà ðåøåíèåòî.

ẋ(t) = x, x(t0) = x0 − íà÷àëíî óñëîâèå, (17)

τ : x− 1 = 0− èìïóëñíà ðàâíèíà.

ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèå (4) å
x(t) = x0e

t−t0 .

Â çàâèñèìîñò îò n íà áèåíåòî (ò.å. ðåøåíèåòî ïðèåìà ñòîéíñîò = 1 n-ïúòè).

∆n = e−
1
5n − 1.

Íåêà t0 = 0, x0 = e−
1
5 . Òîãàâà çà ðåøåíèåòî ïëó÷àâàìå x(t) = e−

1
5 e(t). Òîãàâà âðåìåòî íà

ïúðâèåò ñêîê å t1 = 1
5
, âòîðèÿòú ñêîê å t2 = 1

5
+ 1

52
, ... n-òèÿ ñêîê å tn = 1

5
+ 1

52
+ 1

5n
.

Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å tn < tn+1.
Îò äðóãà ñòðàíà èìàìå, ÷å

lim
n→∞

tn = lim
n→∞

n∑
k=1

1

5n
=

1

5
.

1

1− 1
5

=
1

4
.

Îò êîåòî ñëåäâà, ÷å ðåøåíèåòî x(t) "decay"(óìèðà) â t = 1
4

= 0.25.
Èþïîëçâàì íåÿâíè ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòòà îò 4-òè ðåä ñúñ ñòúïêà 0.01 ïðè ïðåñìÿòðàíå

íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.3). Îçíà÷àìå ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ñ xap(t) à
òî÷íîòî ðåøåíèå ñ xex. error = |xex − xap| Â òàáëèöàòà ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòèòå îò RK-
method a âòîðè (÷åòâúðòè) ðåä ñúñ ñòúïêà h = 0.01.
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t xex(t) xap(t) error
0.00 0.820000000 0.819918000 0.000082000
0.05 0.862069535 0.861983328 0.000086207
0.10 0.906297418 0.906206788 0.000090630
0.15 0.952794383 0.952699103 0.000095279
0.19 0.991703724 0.991604554 0.000099170
0.20 0.801676842 0.801596674 0.000080168
0.21 0.828241137 0.827412896 0.000828241
0.22 0.836565099 0.835728534 0.000836565
0.23 0.844972718 0.844127745 0.000844973
0.24 0.853464835 0.852611370 0.000853465

0.249 0.861180688 0.865398795 0.004218107

Òàáëèöà 4: Òî÷íèòå ðåøåíèÿ è ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè Example 4

2.3 Åâîëþöèîííè ÔÄÓ

Íàé-îáùî, åâîëþöèîííèòå ôóíêöèîíàëíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÅÔÄÓ) èìàò âèäà:

ẋ = F (t, x, λt(x)), (18)

êúäåòî F å äîñòàòú÷íî ãëàäêà ôóíêöèÿ, λt(x) å ôóíêöèîíàë (ëèíååí èëè íåëèíååí),
λt(x) : x 7−→ λt(x) ∈ R, à x = x(t) å íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ, ÿâÿâàùà ñå ðåøåíèå íà íà÷àëíàòà
è/èëè ãðàíè÷íà çàäà÷à. Íàé-÷åñòî â ëÿâàòà ÷àñò íà (18) ñòîè ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà íà
âåêòîðíîòî ïîëå F .

Òóê ðàçãëåæäàìå ÅÔÄÓ îò ïàðàáîëè÷åí òèï, ò.å. èìàùè âèäà

ut = Lu+ f(t, x, u, λt(u)), (ut ≡
∂u

∂t
), (19)

êúäåòî t å âðåìåòî, x ∈ Rn - ïðîñòðàíñòâîòî, u - íåèçâåñòíà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ u =

u(t, x), a λt : u 7−→ λt(u) å ôóíêöèîíàë. Òóê ut å ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà
∂u

∂t
íà ôóíêöèÿòà

u ñïðÿìî t, a L å ëèíååí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð, íàé-÷åñòî, îò åëèïòè÷åí òèï, êîéòî ùå
äåôèíèðàìå ïî-íàòàòúê.

Îáèêíîâåííî, f â (19) ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà ðåàêöèÿòà èëè èçòî÷íèê, à â îïåðàòîðà L
ñe ñúäúðæàò ïàðàìåòðèòå íà äèôóçèÿòà, àêî òîâà å ìîäåë îò ôèçèêàòà, (òåðìîäèíàìèêàòà
è ãàçîäèíàìèêàòà).

Äåôèíèðàìå ñëåäíèòå ìíîæåñòâà:

DT ≡ (0, T ]× Ω,
ST ≡ (0, T ]× ∂Ω,
D−σ ≡ [−σ, 0]× Ω,
CD ≡ R+ × Ω,
ET ≡ [−σ, T ]× Ω−.

Îòáåëÿçâàìå, ÷å íàé-÷åñòî ôóíêöèîíàëúò λt(u) ≡ u(t−σ, x) îïðåäåëÿ èëè ôóíêöèÿ ñúñ
çàêúñíåíèå, èëè "maxima" λt(u) ≡ max

s∈[t−σ,t]
u(s, x), èëè èíòåãðàë λt(u) =

∫ t
t−σ u(s, x)w(s)ds ñ

òåãëîâà ôóíêöèÿ w(s) è ò.í.
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Figure 2: Ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå íà âúíøíèÿ íîðìàëåí âåêòîð ν

Îïåðàòîðúò L îáèêíîâåííî, èìà ôîðìàòà

L ≡
n∑

i,j=1

aij(t, x)
∂

∂xi

∂

∂xj
+

n∑
j=1

bj(t, x)
∂

∂xj
. (20)

Ïðèåìàìå, ÷å L å ðàâíîìåðíî åëèïòè÷åí îïåðàòîð, ò.å. ìàòðèöàòà {aij} â íàé-îáùà
ôîðìà å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà (äåôèíèòíà) â îáëàñòòà Ω̄ ñ åëåìåíòè aij, íàé-÷åñòî
íåçàâèñåùè îò t. Ñ÷èòàìå, ÷å aij è bj â L ïðèíàäëåæàò íà êëàñà C1+θ(Ω̄), (0 < θ < 1),
(êëàñúò íà Õüîëäåðîâèòå ôóíêöèè), ò. å. aij(t, x), bj(t, x) ∈ C1+θ(Ω̄) çà âñÿêî i, j = 1, . . . , n
è çà t ≥ 0. Âúâåæäàìå ãðàíè÷åí îïåðàòîð B

B ≡ α0(t, x)
∂

∂ν
+ β0(t, x), (21)

êúäåòî α0(t, x) è β0(t, x) ñà íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè îò C1+θ(∂Ω) çà t ≥ 0, è íåòúæäåñò-

âåíî ðàâíè íà íóëà â [0,∞)×∂Ω. Ñ ïîìîùòà íà
∂

∂ν
å îçíà÷åíà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå

íà âúíøíèÿ íîðìàëåí âåêòîð ν, (2) ò. å. òîâà ñå âèæäà îò ôèãóðàòà:
Îñíîâíà çàäà÷à
Ùå äåôèíèðàìå ñëåäíàòà çàäà÷à ñ íà÷àëíî è ãðàíè÷íî óñëîâèå çà ÔÄÓ îò ïàðàáîëè÷åí

òèï,

(a) ut = Lu+ f(t, x, u) +R(t, x, λt(y) â DT ,
(b) Bu = h(t, x) â ST (íåõîìîãåííî ãðàíè÷íî óñëîâèå íà Äèðèõëå)
(c) u(t, x) = η0(t, x) â D−σ (íà÷àëíî óñëîâèå) ,

(22)

êúäåòî Bu ≡ (t, x) = h(t, x),∀(t, x) ∈ ST , η0 - íà÷àëíà ôóíêöèÿ äåôèíèðàíà â Dσ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöÿòà F : X → Y ñå íàðè÷à Õüîëäåðîâà îò ñòåïåí α, àêî ñúùåñ-
òâóâà êîíñòàíòà c, òàêàâà ÷å |F (x)− F (y)| < c|x− y|α, x, y ∈ X.
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Ôóíêöèèòå f è R ñà Õüîëäåðîâè â R × DT , è îñâåí òîâà ñà C1 - ôóíêöèè (1 ïúò
äèôåðåíöèðóåìè) ñïðÿìî òðåòàòà ïðîìåíëèâà â (22) à), ò.å. f(·, ·, z), R(·, ·, z) (C1 - ôóíêöèè
ñïðÿìî z).

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å f,R ∈ C1+θ. Îñâåí òîâà, èìàìå äåôèíèðàíà ôóíêöèÿ U0(x), x ∈ Ω,
òàêàâà ÷å η0(0, x) = u0(x).

Ùå êàçâàìå, ÷å åäíî ðåøåíèå u(·, ·) íà (22) ïðèíàäëåæè íà êëàñà C1,2(DT ), àêî u(·, x) ∈
C1, u(t, ·) ∈ C2 è ñúùî ñà óäîâëåòâîðåíè óñëîâèÿòà â (22).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íåêà ôóíêöèÿòà R(·, ·, z) å ìîíîòîííà è íåíàðàñòâàùà, îòíîñíî z.
Òîãàâà ôóíêöèÿòà ũ ∈ Cθ(ET )C1,2(DT ) íàðè÷àìå ãîðíî ðåøåíèå íà (22) àêî:

(a)ũt − Lũ ≥ f(t, x, u(t, x)) +R(t, x, max
s∈[t−σ,t]

ũ(s)) â DT ,

(b) Bũ ≥ h(t, x) âúðõó ST ,
(c) ũ(t, x) ≥ η0(t, x) â D−σ.

(23)

Àíàëîãè÷íî, û ∈ Cθ(ET )
⋂
C1,2 (DT ) ñå íàðè÷à äîëíî ðåøåíèå, àêî óäîâëåòâîðÿâà îá-

ðàòíèòå íåðàâåíñòâà â (23).

Îïðåäåëåíèå 2.3. Äâîéêàòà ũ(t, x), û(t, x), íàðè÷àìå íàðåäåíà, àêî ũ ≥ û â ET . Òîãà-
âà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ôóíêöèè z(t, x), êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò û ≤ z ≤ ũ â ET
îçíà÷àâàìå, ÷ðåç 〈û, ũ〉 è ãî íàðè÷àìå ñåêòîð.

Ñúùåñòâóâàò çàäà÷è îò âèäà (22), ÷èèòî ðåøåíèÿ íå çàâèñÿò îò t. Òåçè ðåøåíèÿ íàðè-
÷àìå ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ. Ùå ãè îçíà÷àâàìå us = us(x).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Åäíî ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå us(x) íà (22) å óñòîè÷èâî, àêî çà âñÿêî
ε > 0, ñúùåñòâóâà äðóãî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî δ > 0, òàêîâà ÷å

|u(t, x)− us(x)| < ε â DT , (24)

âèíàãè êîãàòî |u(t, x)− us(x)| < δ â Ω; òóê èìàìå u0(x) = η0(0, x).
Àêî çàäà÷àòà (22) å äåôèíèðàíà â CD âìåñòî â DT è àêî

lim
t→∞
|u(t, x)− us(x)| = 0, ðàâíîìåðíî â Ω̄, (25)

òîãàâà us å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå us å íàóñòîé÷èâî, àêî íå å èçïúëíåíî ãîðíîòî îïðåäåëåíèå

çà óñòîé÷èâîñò.

Çàáåëåæêà 2.3. Óñëîâèåòî (24), îòíàñÿùî ñå çà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â êëàñà C(Ω̄),
å åêâèâàëåíòíî íà

‖u− us‖0 = sup
x∈Ω̄

|u(t, x)− us(x)| < ε, çà âñÿêî t > 0, (26)

âèíàãè êîãàòî |u0 − us|0 < δ è óäîâëåòâîðÿâà (25) ò.å. èìà ôîðìàòà

lim
t→∞
‖u− us‖0 = 0. (27)

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî us å àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òîãàâà òî å åäíî èçîëèðàíî ñòà-
öèîíàðíî ðåøåíèå, â ñìèñúë, ÷å èìà îêîëíîñò U íà us â C(Ω̄), òàêàâà ÷å us å åäèíñòâåíîòî
ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå â òàçè îêîëíîñò U .
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Åäíî ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå us íàðè÷àìå åêñïîíåíöèàëíî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî, àêî óñëîâèÿòà (24) è (25) ñà èçïúëíåíè è ñõîäèìîñòòà â (25) å îò
åêñïîíåíöèàëåí òèï, ò.å. ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè ρ è α, òàêèâà ÷å

|u(t, x)− us(x)| ≤ ρe−αt çà âñÿêî t > 0, x ∈ Ω̄, (28)

âèíàãè êîãàòî ïîñëåäíîòî å âàëèäíî â òî÷êàòà t = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ìíîæåñòâîòî îò íà÷àëíè ôóíêöèè η0(t, x), äåôèíèðàíè â [−σ, 0]×Ω,
ïðè óäîâëåòâîðåíî óñëîâèå η0(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, çà êîåòî ñúùåñòâóâà ðåøåíèå u(t, x)
íà (22) óäîâëåòâîðÿâàùî (24) è (25), íàðè÷àìå çîíà íà óñòîé÷èâîñò çà us.

Àêî òîâà å âÿðíî çà âñè÷êè íà÷àëíè ôóíêöèè, òîãàâà us å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Òóê âúâåæäàìå ñëåäíèòå èçèñêâàíèÿ:
H̃1.

f(t, x, 0) = R(t, x, 0) = 0, (t, x) ∈ DT ,
h(t, h) = 0, β0(x) 6==, (t, x) ∈ ST .

(29)

Ðàçãëåæäàìå åëèïòè÷íàòà çàäà÷à

−Lu = λu â Ω,
Bu = 0 âúðõó ∂Ω.

(30)

Ïðèåìàìå, ÷å λ(t) è Φ(x)(t) ñà ãëàâíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñòè è ñúîòâåòñòâàùà ñîáñòâåíà
ôóíêöèÿ, êîÿòî å íîðìàëèçèðàíà, ò.å.

max{Φ(x)(t) : x ∈ Ω̄} = 1,

è îñâåí òîâà, λ(t) ≥ λ0 > 0,∀t.
H̃2.
Ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî 0 < α < α0, òàêîâà ÷å

f(t, x, η) ≤ (λ0 − α)η, çà âñÿêî η ≥ 0 è (t, x) ∈ DT . (31)

H̃3.
Ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ γ(σ, t), γ : R+

0 × R+
0 → Γ è îñâåí òîâà,

R(t, x, ξ) ≤ γ(σ, t)ξ, çà âñÿêî ξ > 0 è (t, x) ∈ DT , (32)

êúäåòî Γ å îãðàíè÷åíî ðåàëíî ïîäìíîæåñòâî íà R+.
H̃4.
Ñúùåñòâóâàò ρ,A(σ), γ(σ, t), êúäåòî ρ > 0 (÷èñëî), A è γ ñà íåïðåêúñíàòè îòíîñíî

ñâîèòå àðãóìåíòè, òàêà ÷å ôóíêöèîíàëúò λ̃t(x)(t) óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî

λ̃t(x)(t) ≤ A(σ)

γ(σ, t)
z(t). (33)

Ëåìà 6. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å H̃4 å èçïúëíåíî. Òîãàâà ôóíêöèÿòà z = ρe(−α+A)t, (z(0) = ρ)
óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

dz

dt
≥ −αz + γ(σ, t)λt(x)(t). (34)
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Òåîðåìà 2.3. Íåêà f(t, x, ξ) è R(t, x, ξ) ñà C1 - ôóíêöèè, îòíîñíî ξ ∈ R+ è íåêà óñëîâèÿòà
H̃1− H̃4 ñà óäîâëåòâîðåíè è ñúùî òàêà óñëîâèåòî H̃6 [27]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñâåíî
íåîòðèöàòåëíî ðåøåíèå u = u(t, x) íà (22). Îñâåí òîâà, àêî

0 ≤ u(0, x) ≤ ρΦ(x),

òîãàâà èìàìå
0 ≤ u(t, x) ≤ ρe(−α+A)tΦ(x), (t, x) ∈ ET , (35)

âèíàãè êîãàòî å â ñèëà çà t = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî û ≡ 0 å äîëíî ðåøåíèå çà (22). Ùå äîêàæåì, ÷å ũ = z(t)Φ(t), (z >
0) å ãîðíî ðåøåíèå çà (22). Çàìåñòâàìå ũ â (22),

ũt − Lũ = z′(t)Φ(x)− z(t)LΦ(x) = [z′ + λ0z]Φ(x) ≥

≥ f(f(t, x, z(t)Φ(x)) +R(t, x, λ̃t(x)(z(s)Φ(x)(t))

â DT . Çà äà äîêàæåì ãîðíîòî íåðàâåíñòâî èñêàìå ñëåäíàòà îöåíêà äà áúäå óäîâëåòâîðåíà:

ũt − Lũ = z′Φ− zLΦ = (z′ + λ0z)Φ(x) ≥ (λ0 − α)Φ(x)+

+γ(σ, t)Φ(x)λ̃t(x)(z)(t).

Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî:

(z′ + λ0z)Φ(x) ≥ (λ0 − α)zΦ(x) + γ(σ, t)Φ(x)λ̃t(x)(z),

îò êúäåòî ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî (34),

z′ ≥ −αz + γ(σ, t)λ̃t(x)(z),

ò.å. òúðñèì ôóíêöèÿ z(t), òàêàâà ÷å äà óäîâëåòâîðÿâà (2.3) è îñâåí òîâà, íåðàâåíñòâîòî
z(t)Φ(x) ≥ η0(t, x) â Dσ. Îò Ëåìà 6 ñëåäâà, ÷å ïî äåôèíèöèÿ z = ρe(−α+A)t óäîâëåòâîðÿâà
(34), êàòî ρ å èçáðàíî, òàêà ÷å ρ ≥ η0(t, x) > 0 â Dσ.

Ñúùî òàêà, èìàìå

Bũ = z(tBΦ(x) = 0,
è ũ(t, x) = z(t)Φ(t) ≥ η0(t, x),
îòêúäåòî ũ(0, x) = z(0)Φ(t) ≥ η0(0, x) â Ω̄.

(36)

Â ïîñëåäíàòà ñòúïêà íà äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà äà îòáåëåæèì, ÷å ðåøåíèåòî íà (22)
ñúùåñòâóâà, áëàãîäàðåíèå íà Òåîðåìà 2 â [27], ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Îò äîêàçàíîòî òâúðäåíèå (Òåîðåìà 2.3) ñå âèæäà, ÷å çà çàäà÷àòà (22) ñúùåñòâóâà åäèí-
ñòâåíî ðåøåíèå (35), çàêëþ÷åíî ìåæäó û è ũ ≡ ρe(−α+A)tΦ(t), (t, x) ∈ ET .

Îò íåðàâåíñòâîòî (35) ñëåäâà îùå, ÷å ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèåòî u(t, x) å ñúùîòî, êàòî
íà ãîðíîòî ðåøåíèå ũ(t, x), ïðè t→∞, ò.å. u(t, x) ìîíîòîííî ùå íàìàëÿâà ñ íàðàñòâàíå íà
t, ïðè ïîëîæåíèå, ÷å åâîëþöèîííèÿò ïðîöåñ ñòàðòèðà ñ íà÷àëíà ôóíêöèÿ u(0, x) çàêëþ÷åíà
ìåæäó íóëà è ρΦ(x), ò.å.

0 ≤ u(0, x) ≤ ρΦ(x)
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è òîãàâà
lim
t→∞

u(t, x) ≤ lim
t→∞

ρe(−α+A)tΦ(t),

ïðè α > A > 0 è ðàâíîìåðíî ïî x, (t, x) ∈ ET .
Ôóíêöèîíàëúò λt(x)(t), ìîæå äà èìà ðàçëè÷íà ôîðìà â çàâèñèìîñò îò ïðèëîæåíèÿòà:

λt(x)(t) = f(t, x(t), x(t− σ)), óðàâíåíèå ñúñ çàêúñíåíèå
λt(x)(t) = max

s∈[t−σ,t]
x(s), óðàâíåíèå ñ ”maxima”

λt(x)(t) =

∫ t

t−σ
g(s+ σ)x(s)ds èíòåãðàëíà ôîðìà .

(37)

Ñúùåñòâóâàò è äðóãè ôîðìè íà λt(x) ðàçãëåæäàíè â ëèòåðàòóðàòà. Ïðèëîæåíèÿòà ñà,
ãëàâíî â áèîëîãèÿòà, åêîëîãèÿòà è àâòîìàòè÷íîòî óïðàâëåíèå.

3 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà å äèñêóòèðàíî ñúùåñòâóâàíåòî íà óñòîé÷èâî ðåøåíèå çà ÔÄÓ ïðè
îïðåäåëåíè èçèñêâàíèÿ âúðõó âåêòîðíîòî ïîëå è íà÷àëíàòà ôóíêöèÿ. Íàïðàâåí å îáçîð
íà èçñëåäâàíèÿòà âúðõó íà÷àëíàòà çàäà÷à è ñà öèòèðàíè ãîëÿì áðîé ðàçëè÷íè ïóáëèêà-
öèè âúðõó ðàçãëåæäàíèòå òåìè. Ïðåäëîæåí å êðèòåðèé çà óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèåòî íà
íà÷àëíàòà çàäà÷à, çà ÔÄÓ, ñìóòåíî ÷ðåç äîñòàòú÷íî �ìàëêà� ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâàùà
îïðåäåëåíè óñëîâèÿ. Äîêàçàíà å óñòîé÷èâîñò (â ñìèñúë íà Ëÿïóíîâ) ñ ïîìîùòà íà ïðå-
öèçíè îöåíêè çà ðàçëè÷íèòå ðåøåíèÿ. Ðåçóëòàòúò å ïóáëèêóâàí îôèöèàëíî, [1].

Äèñêóòèðàíè ñà âúïðîñè çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà óñòîé÷èâè ðåøåíèÿ çà
ïàðàáîëè÷íè óðàâíåíèÿ ñ �maxima� è îïðåäåëåíè íà÷àëíè è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, [115].

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷à çà ñúùåñòâóâàíå íà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå çà ÔÄÓ ñ èìïóëñè. Äèñ-
êóòèðàí å âúïðîñúò çà óñòîé÷èâîñò íà ïîëó÷åíîòî ÷èñëåíî ðåøåíèå ÷ðåç ìåòîäà íà Ðóíãå-
Êóòà è Åðìèòîâè ïîëèíîìè, [114].

Âúïðåêè ÷å ñúùåñòâóâàò ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèè âúðõó çàäà÷èòå ñâúðçàíè ñ ÔÄÓ, êà-
÷åñòâåíàòà òåîðèÿ çà òîçè êëàñ óðàâíåíèÿ íå å íàïúëíî ðàçâèòà. Ñúùåñòâóâàò ìíîæåñòâî
îòâîðåíè âúïðîñè, ñâúðçàíè ãëàâíî ñ áèôóðêàöèîííàòà òåîðèÿ çà ÔÄÓ, óñòîé÷èâîñòòà íà
ðåøåíèÿòà, êëàñèôèêàöèÿòà íà îñîáåíèòå òî÷êè è ò.í. Íå å ðàçâèòà íàïúëíî êà÷åñòâåíàòà
òåîðèÿ çà àâòîíîìíè ÔÄÓ. Ïåðòóðáàöèîííèÿò àíàëèç ïðè òàêèâà óðàâíåíèÿ êðèå ñúøî
ìíîãî áåëè ïîëåòà. Ñúùåñòâóâàò âúïðîñè âúðõó ñòðóêòóðíàòà óñòîé÷èâîñò íà àâòîíîìíè
ÔÄÓ, çà êîèòî âñå îùå íÿìà ïúëåí îòãîâîð. Òàêà íàïðèìåð, çàäà÷àòà çà ñúùåñòâóâàíåòî
íà ãðàíè÷íè öèêëè, êàêòî è òåõíèÿ áðîé çà ÔÄÓ, å âñå îùå íåðåøåíà.

Ïðåç ïîñëåäíèòå ãîäèíè ñå ïîÿâèõà ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèè ïîñâåòåíè íà ò.í. õèáðèäíè
ñèñòåìè. Îò îñîáåí èíòåðåñ çà òàêèâà ñèñòåìè å âúïðîñúò çà óñòîé÷èâîñòòà íà ðåøåíèÿòà,
èíòåãðóåìîñòòà è ñúùåñòâóâàíåòî íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ. Çà âñè÷êèòå òåçè ïðîáëåìè
èçñëåäâàíèÿòà ïðîäúëæàâàò.
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