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За  удобство  означенията  и  номерацията  в  автореферата  и  дисеретационния
труд са идентични.

Описание на основните математически обекти, изследвани в дисертационния труд
Разгледаните  и  изучавани  в  дисертационния  труд  математически  обекти  и

свързаните с тях проблеми се отнасят към фундаменталната и качествена теория на
импулсните системи неавтономни диференциални уравнения с нефиксирани моменти
на импулсни въздействия.

Един  от  възможните  критерии  за  класификация  на  тези  диференциални
уравнения  е  по  начина  на  определяне  на  моментите  на  импулсни  въздействия.
Съгласно този критерий, са се обособили няколко специфични класове, от които тук ще
посочим следните:
1  клас. Импулсните  моменти  са  предварително  фиксирани.  Този  клас  уравнения  е
сравнително най-пълно изучен (виж [1], [2], [3], [27], [30], [48], [49], [51], [66], [132], [135];
[136], [145], [156], [161], [222] и [228]);
2  клас. Импулсните  моменти  съвпадат  с  моментите,  в  които  траекторията  анулира
предварително  зададени  функции,  дефинирани  във  фазовото  пространство  на
системата  импулсни диференциални уравнения (виж  [39],  [75],  [96],  [97];  [104],  [120],
[128], [188] и [190]);
3  клас. Импулсните  моменти  съвпадат  с  моментите,  в  които  траекторията  среща
предварително зададени множества (с възможно най-обща структура). Тези множества
са дислоцирани във фазовото пространство на системата и се наричат импулсни (виж
[4], [5], [77], [86]; [117], [118], [119], [126] и [127]);
4 клас. Импулсните  моменти съвпадат  с  моментите,  в  които  интегралната  крива  на
изучаваната  система  анулира  предварително  зададени  функции,  дефинирани  в
разширеното фазовото пространство на системата (виж [78], [81], [85], [87]; [98], [111] и
[204]);
5 клас. Импулсните моменти съвпадат с моментите, в които интегралната крива среща
предварително зададени множества, разположени в разширеното фазово пространство.
Най-често, тези множества представляват фамилия непресичащи се хиперповърхнини
(виж [20], [55], [56], [61], [85], [95], [107], [109], [174], [175] и [176]);
6 клас. Импулсните моменти съвпадат с моментите,  в които решението минимизира
(максимизира) дадена функция или функционал ([40], [41], [42], [57], [180], [216] и [233]);
7 клас. Импулсните моменти имат случаен характер (виж [193], [220] и [225]) и др.

В  дисертационния  труд  се  изучават  системи  диференциални  уравнения  от
посочения по-горе 5 клас. По-подробно, тези системи включват следните обособени и
взаимносвързани елементи:
1. Система нелинейни неавтономни обикновени диференциални уравнения, описваща
непрекъснатите  етапи  (гладката  част)  от  динамиката  на  моделираните  процеси.
Системата има вида:

( ),
dx

f t x
dt

= ,

където:

- функцията , nf C R D R+ ∈ ×  ,  т.е.  дясната  страна  на  горната  система  е

непрекъсната функциа в дефиниционното си множество,
- фазовото пространство  D  е непразна област (отворено и свързано множество) от

nR ,
- съответните начални задачи на горната система притежават единствени решения в

D ;
2. Условия за последователно определяне на моментите на импулсни въздействия. За
целта  са  зададени  изброимо  множество  от  непресичащи  се  хиперповърхнини

, 1, 2,...i iσ = , дефинирани във фазовото пространство на горната система. Имаме:
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( ) ( ){ }, ; , , 1, 2, ,i it x t t x x D iσ = = ∈ = …

където функциите ,it C D R+ ∈    и са валидни неравенствата

( ) ( )1 2 ...,t x t x x D< < ∈ .

Импулсните моментите са последователни решения на част от системите алгебрични
уравнения, които имат вида:

( )( ) 0, 1,2,....it x t i= = ,

където  ( )x t  е  решението  на  системата  диференциални  уравнения  от  точка  1.

Последователните  моменти  на  импулсни  въздействия  означаваме  с  1 2, ,...τ τ .

Слдователно, изпълнени са равенствата

( )( ) , 1, 2,...
ii j it x iτ τ= = .

В горното равенство с ij  е означен номерът на хиперповърхнината, която интегралната

крива ( )( ),t x t  среща в момента iτ . В общия случай е изпълнено , 1, 2,...ii j i≠ = . С други

думи, не е задължително в i -тия по ред импулсен момент интегралната крива ( )( ),t x t

да среща i -та хиперповърхнина.
3.  Импулсните  функции,  чрез  които  се  определят  големините  (и  посоките)  на
импулсните  въздействия,  означаваме  с  1 2, ,...I I .  Тези  въздействия  аналитично  се

описват както следва:

( ) ( ) ( )( )0 , 1,2,...
ii i j ix x I x iτ τ τ+ = + = .

Импулсните  функции  1 2, ,...I I  са  непрекъснати  във  фазовото  пространство  на

разглежданата система. Имаме , n
iI C D R ∈   , 1,2,...i = . Накрая, ще обърнем внимание

на естественото ограничение, което се налага върху импулсните функции, а именно:

( ) ( )( ) , 1, 2,...,ix D x I x D i∀ ∈ ⇒ + ∈ =

т.е. ( ) :iId I D D+ → , където Id  е идентитетът в nR . С помощта на горното ограничение

заключаваме,  че  след  импулсни  въздействия  интегралната  крива  на  разглежданата
система  импулсни  диференциални  уравнения  “попада”  отново  във  собственото  си
разширеното фазово пространство.

Решенията на съответните начални задачи на разглежданите импулсни системи
диференциални уравнения са частично непрекъснати функции с точки на прекъсване от
първи род (това са точките 1 2, ,...τ τ ), в които решенията са непрекъснати отляво.

Специфични  особености  и  възникващи  трудности  при  изучаване  на
математическите обекти от дисертацията

Специфичните особености,  свързани с изследването на системите с импулсни
въздействия,  а  също  така  и  възникващите  трудности  при  тяхното  изучаване,  са
следните:
1. Прекъснатост  на  решението  на  съответната  начална  задача: Точките  на

прекъсване са от първи род, т.е. „скокът” е ограничен. Обикновено се предполага, че
решението е непрекъснато отляво в точките на импулсни въздействия;

2. Загиване на решение или наличие на ефекта „биене”: В тези случаи може да се
достигне  до  ситуация,  при  която  импулсните  моменти  да  притежават  точка  на
сгъстяване. Следователно, решението не е продължимо надясно от тази точка. Това
означава,  че  решението  „загива”.  Поради  тази  причина,  при  описаната  по-горе
ситуация,  не  може  да  се  изучават  различни  аспекти  на  фундаменталната  и
качествена теория на импулсните системи диференциални уравнения. Като примери
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на качествени характеристики, които решенията не притежават (в описаната по-горе
ситуация),  тук  ще  посочим:  различни  асимптотични  свойства  на  решенията,
периодичност,  устойчивост,  еквивалентност  на  решенията  и  др.  В  частност  не  е
приложим и метода на граничните уравнения, с помощта на който е възможно да се
изучават  различни  видове  устойчивости.  На  феномена  “биене”  са  посветени
множество изследвания, от които тук ще посочим следните [20], [22], [61], [106], [108],
[111], [193] и [208];

3. Сливане на решения: Обикновено сливанията се осъществяват след момента на
импулсно  въздействие,  което  се  осъществява  върху  поне  едно  от  сливащите  се

решения. По-конкретно, след някое импулсно въздействие върху решението ( )x t  в

импулсния момент iτ , точката ( ) ( ) ( )( )0
ii i j ix x I xτ τ τ+ = +  попада върху тректорията

на друго решение. Следователно, след момента на импулсно въздействие iτ  двете

решения съвпадат;
4. Промяна на импулсните моменти при промяна на началното условие: В общия

случай, различните решения (с начални условия, които не съвпадат) имат различни
импулсни  моменти.  Нещо  повече,  възможно  е  при  едното  от  тези  решения  да
липсват  импулсни  моменти.  Обикновено,  такъв  е  случаят  на  нулевото  решение,
което (по принцип) не е подложено на импулсни въздействия;

5. Промяна на импулсните моменти при смущаване на някои от елементите на
системата: В  общия  случай,  решенията  на  изследваната  начална  задача  и  на
съответната  смутена  начална  задача  (включително  при  едни  и  същи  начални
условия) имат различни импулсни моменти. Този ефект се наблюдава при смущения
в импулсните хиперповърхнини, импулсните функции, както и при смущения на други
елементи на системата. Този факт означава, че съответните импулсни въздействия
на основното и смутеното решение са различни по големина и направление. Това
също така означава, че двете решения (в общия случай) се различават след първия
импулсен момент;

6. Натрупване  на  грешки: Пертурбациите  и  неточностите  при  определяне  на
моментите  на  импулсните  въздействия  (които  често  се  търсят  с  помощта  на
приблизителни  методи),  се  „натрупват”  във  “времето”.  Те  оказват  съществено
влияние при числово пресмятане на големината на решенията в даден момент, а
също  така  и  на  неговото  поведение.  Така  например,  при  неограничен  брой  на
импулсните въздействия, тези “натрупани” пертурбации могат да имат непреодолим
характер  и  да  доведат  до  формирането  на  решения,  които  се  различават
съществено от изучаваното „непертурбирано” решение.

Основни  направления  при  изследване  на диференциалните  уравнения  с
импулсни въздействия

Изследванията  на  системите  диференциални  уравнения  с  импулси  условно
можем да разпределим в три общи направления:
1. Пренасяне  и  обобщаване  на  някои  резултати  от  диференциалните  уравнения  в

''непрекъснатия случай'' към уравненията с импулсни въздействия (виж [2], [3], [21],
[26], [28], [29], [43], [50], [59], [67], [72], [73], [82], [83], [84], [124], [125], [129], [134],
[158], [159], [168], [184] и [211]);

2. Изследвания  на  специфични  качества,  характерни  само  за  решенията  на
уравненията с импулсни въздействия и техните приложения (виж [31], [32], [36], [40],
[62], [63], [68], [92], [94], [105], [107], [109], [110], [112], [185] и [234]);

3. Моделиране  и  оптимизиране  на  процеси  от  практиката  с  помощта  на  импулсни
уравнения.  При  това,  изучаваните  процеси  могат  да  се  опишат  и  изследват
адекватно само с такъв тип уравнения (тук ще посочим само част от монографиите,
посветени на такива въпроси: [1], [4], [5], [12], [15], [20], [22], [83], [111], [157], [193],
[200], [208] и [229]).
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Изследванията в настоящия дисертационен труд можем да отнесем към първото
и второто направления. Ще подчертаем изрично, че всички получени досега резултати
за устойчивост с помощта на граничните уравнения се отнасят само за диференциални
уравнения без импулсни въздействия.  Тук ще посочим следните научни статии:  [38],
[44], [45], [91], [100], [114], [138], [140], [141], [152], [153], [154], [160], [169], [177], [195] и
[219]. Изследванията в настоящата дисертация имат за цел да дадат един подход при
изучаването на въпроса за съществуване на устойчиви решения на импулсни системи
диференциални уравнения с нефиксирани импулсни моменти.

Приложения на изследваните уравнения с импулсни въздействия при моделиране
на динамични процеси от практиката

Математическата теория на системите диференциални уравнения, притежаващи
решения,  които  в  определени  моменти  се  изменят  скокообразно,  се  развива  в  две
основни направления.

Едното от тези направления е въведено в работите на С. Завалищин, А. Сесекин
и С.  Дрозденко [4],  А.  Халанай и Д.  Векслер  [25],  S.  Pandit и S.  Deo  [186]  и др.  Тук
основен математически апарат за описание на импулсните въздействия са обобщени
функции (от типа на функциите на P.  Dirac). При задачите,  които се изучават в това
направление  на  теорията  на  импулсните  диференциални  уравнения,  моментите  на
импулсни въздействия задължително са предварително фиксирани. Ще отбележим, че в
този случай използваният подход за описание на „скокообразни” процеси не е подходящ
за моделиращите системи, при които импулсните моменти се определят динамично, в
зависимост  от  стойностите  на  решението  във  всеки  момент  от  дефиниционното  му
множество.

Началото на второто направление в изучаването на „скокообразни”  процеси е
поставено от В. Мильман и А. Мышкис в първата половина на шестдесетте години на
миналия  век  [13]  и  [14].  В  тези  работи  са  дадени  някои  общи  съображения  за
необходимостта  от  изучаване  на  системите  с  импулсни  въздействия.  Получени  са
първите  резултати  за  устойчивост  на  техните  решения.  Непосредствено  след
първоначалните изследвания на В. Мильман и А. Мышкис тази математическа теория
се  развива  от  редица  украински  и  руски  математици,  от  които  тук  ще  посочим:  А.
Самойленко,  Н.  Перестюк,  В.  Плотников,  С.  Борисенко,  А.  Игнатиев,  А.  Анохин,  Н.
Скрипник, Ю. Роговченко, М. Ахметов, О. Черникова и П. Забрейко (виж [1], [2], [3], [15],
[16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [36], [43], [66], [67], [134], [145], [155], [187], [192],
[193] и [227]).

В България  школата  по  фундаментална  и  качествена  теория  на  импулсните
уравнения  беше  създадена  и  повече  от  тридесет  години  се  ръководи  от  проф.  Д.
Байнов, като негови ученици са: П. Симеонов ([198] и [199]), С. Христова ([55], [56], [142],
[143] и [144]), И. Стамова ([34], [48], [49], [60], [204], [205], [206], [207], [208], [209] и [211]),
Г. Стамов ([33], [58], [201], [202], [203] и [210]), С. Милушевa [62], [72] и [73]), Г. Кулев
([69], [70], [143] и [156]), Н. Милев ([174], [175] и [176]), Д. Колев ([63]), В. Пройчева ([76]),
Е. Минчев ([74]), С. Костадинов ([64], [65], [66], [67], [68] и [227]), М. Димитрова ([50], [51],
[52], [53] и [54]), В. Петров ([54], [68] и [76]), Н. Маркова ([71] и [113]), С. Ненов ([39], [40],
[75], [104], [179] и [180]), К. Дишлиева ([96], [105], [110], [112]  и [117]), А. Дишлиев ([57],
[61], [96], [105]  и [107]) и  др.  Общо от  участниците  в споменатата  по-горе школа са
публикувани над 500 научни труда, от които тук ще посочим само част от монографиите
по разглежданата  тема: [47], [64], [77],  [78],  [79],  [80],  [81],  [111], [157], [200]  и  [208].
Резултати в теорията на импулсните диференциални уравнения имат и други български
учени, от които ще отбележим: Л. Каранджулов ([9] и [151]), Й. Ангелова ([39], [40], [41], и
[42]),  Я. Стоянова ([10] и [11]), В. Ковачев ([32], [48] и [49]), Н. Китанов ([16]  и [191]), П.
Китанов ([17]), А. Косева ([155]), А. Георгиева ([132] и [133]), Р. Чуклева ([96], [97], [117] и
[188]), С. Петкова ([104], [117], [118], [120], [188], [189] и [190]) и др.

Изучаването на скокообразно изменящи се процеси е предмет на изследване в
редица науки: механика, фармакокинетика, популационна динамика, икономика, теория
на  управлението  и  др.  В  тези  случаи,  използването  на  математически  апарат  под
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формата  на  моделиращи  диференциални  уравнения  с  импулсни  въздействия,  като
правило, е задължително.

Приложенията  на  импулсните  диференциални  уравнения  при  моделиране  на
процеси,  които  са  подложени  на  кратковременни  външни  въздействия,  е  широко  и
ползотворно (виж [5], [6], [7], [8], [12], [23], [33], [34], [35], [46], [60], [82], [88], [90], [93], [98],
[102], [103], [116], [121], [122], [123], [129], [130], [131], [137], [146], [147], [148], [149], [150],
[162], [163], [164], [165], [166], [167], [170], [171], [172], [173], [178], [181], [182], [183], [196],
[200], [201], [205], [206], [210], [213], [215], [218], [221], [223], [224], [230], [231] и [232]).

Основни цели на дисертациония труд
Изследват  се  импулсни  диференциални  уравнения,  при  които  импулсните

моменти са променливи и съвпадат с моментите,  в които интегралната крива среща
последователно хиперповърхнини,  принадлежащи на предварително зададен клас от
непресичащи се хиперповърхнини, разположени в разширеното пространство.

Основните цели на дисертационния труд са:
1. Да се изучи въпросът за продължимост на решенията;
2. Да  се  изследва  непрекъснатата  зависимост  на  решенията  относно  началното

условие и дясната страна;
3. Да се установят причинно-следствени връзки между някои типове устойчивости на

изходното импулсно уравнение и съответните му гранични уравнения;
4. Приложение на получените теоретични резултатите върху импулсни математически

модели от популационната динамика.

Основни математически методи, използвани в дисертацията
Основните  методи,  използвани  в  дисертационния  труд,  са  свързани  с

традиционния  математически  апарат  на  реалния  анализ  и  в  частност  на
диференциалните уравнения.

По-специално място заема методът на граничните уравнения. Въведен е от G.
Sell през 1967 г. (виж [194] и [195]). Тъй като разглежданията в дисертационния труд се
основават на този метод ще предложим най-важните елементи от него.

Нека  функцията  : nf R D R+ × → .  За  всяка  положителна  константа  θ
дефинираме функцията

( ) ( ) ( ), , , ,f t x f t x t x R Dθ θ += + ∈ × ,

която се нарича транслация на изходната функция f  с константа θ . Нека съществува

редица от положителни числа { }iθ  такава, че:

- lim i
i

θ
→∞

= ∞ ;

- ( ) ( ) ( )*lim , , , ,
ii

f t x f t x t x R Dθ
+

→∞
= ∈ × ,

където сходимостта е в смисъл на Bohr. По-конкретно, редицата от функции { }
i

fθ  клони

равномерно  към  функцията  *f  на  всяко  множество  от  вида  R C+ × ,  където  C  е

компактно подмножество на D . Тогава функцията *f  се нарича гранична функция за f
.  Ясно  е,  че  една  функция  може  да  не  притежава  гранични  функции,  както  и  да
притежава безбройно много такива. Да разгледаме неавтономното уравнение

( ),
dx

f t x
dt

= .

Всяко едно от уравненията (в зависимост от граничната функция *f )

( )* ,
dx

f t x
dt

=
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се нарича гранично уравнение (limiting equation) за изходното уравнение. Същността на
метода на граничните уравнения се състои в намиране на връзка между качествата на
решенията на изходното уравнение и решенията на съответните гранични уравнения.
Основните резултати, получени от редица автори (виж  [37],  [44], [45], [89], [99],  [101],
[115], [140], [152], [153], [154], [160], [177], [196], [214] и [219]), се отнасят до установяване
на периодичност (или почти периодичност) на решенията на горните уравнения, а също
така и до устойчивост на нулевите им решения. В дисертацията се разглежда въпросът
за устойчивост чрез метода на граничните уравнения. Теоремите, получени от различни
автори, са в две “посоки”:
- прави  теореми: съдържат  достатъчни  условия,  при  които  от  определен  вид

устойчивост на решенията на изходното  уравнение следва друг  (или същия)  вид
устойчивост на решенията на граничните уравнения;

- обратни  теореми: съдържат  условия,  които  гарантират,  че  от  определен  вид
устойчивост на решенията на граничните уравнения следва друг (или същия) вид
устойчивост на решенията на изходното уравнение.

От  практическа  гледна  точка  по-полезни  са  обратните  теореми.  Методът  на
граничните уравнения е изключително удобен в случаите, когато граничните уравнения
са сравнително по-прости (от изходното уравнение) и позволяват значително по-лесно
да се прилагат различни методи за установяване на устойчивост на техните решения.

В  дисертацията  е  разработен  методът  на  граничните  уравнения  за  системи
диференциални уравнения с променливи (не фиксирани) импулсни моменти.

Преглед на получените резултати в дисертацията
Дисертационният труд се състои от увод и две глави. Всяка от главите съдържа

по три параграфа.

Глава  І. Основната  задача  в  тази  глава  е  да  се  намерят  достатъчни  условия  за
непрекъсната зависимост на решенията на описаните по-горе импулсни системи
относно началната точка и дясната страна.

Първият параграф е посветен на продължимостта на решенията на импулсните
системи. Основният проблем е явлението “биене”. В този случай (при наличието на този
феномен)  интегралната  крива  среща  многократно  (включително  и  безбройно  много
пъти)  една и съща хиперповърхнина.  Ако функцията,  с  помощта на която се задава
хиперповърхнината, е ограничена, то ще следва, че решението няма да е продължимо
надясно от коя да е горна граница на тази функция. Това означава, че:

1. Импулсните  моменти  притежават  точка  на  сгъстяване.  Тогава  се  наблюдава
“катастрофа” на решението, предизвикана от импулсните въздействия.

2. Както казахме по-горе, решенията не са продължими надясно до безкрайност.

3. При наличие на описания ефект е невъзможно да се изследва импулсната система
за  устойчивост,  която  е  основната  задача  в  този  дисертационен  труд.  Между
впрочем, при наличие на “биене” решенията не притежават и много други полезни и
важни качества, като периодичност, осцилационни свойства, асимптотични свойства
и др.

В параграфа са дадени няколко помощни топологични свойства на решенията.
Основният резултат е свързан с намирането на достатъчни условия за неограничена
продължимост на тези решения.

Във  втория  параграф  на  главата  се  изследва  отново  начална  задача  за
нелинейни неавтономни импулсни системи диференциални уравнения с нефиксирани
моменти на импулсни въздействия. Въведени са понятията непрекъсната зависимост
относно смущения в началната точка и дясната страна. Посочени са условия, от които
следва, че решенията на тези системи притежават споменатите качества.
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Ще обърнем внимание на две характерни особености:
1.  Равномерна  близост  между  решенията  на  изходната  и  смутената  задачи  не  се
изисква,  когато  времето  принадлежи  на  интервала  между  съответните  им  импулсни
моменти.  Действително,  точно  между  тези  съответни  моменти  броят  на  импулсните
въздействия  върху  сравняваните  решения  е  различен  (разликата  е  един  импулс).
Поради тази причина “отнапред зададена близост” между решенията (в термините на
равномерната метрика) в интервалите между съответните импулсни моменти няма.
2.  Възниква въпросът за мярката на множествата,  в които не се отчита равномерна
близост между изходното и смутеното решение. Оказва се, че тази мярка може да е
произволно  малка  (при  съответно  достатъчно  малки  разлики  в  началните  точки  и
десните страни на сравняваните системи).

В третия параграф на главата е разгледан и изследван математически модел на
динамиката  на  развитие  на  съобщество  от  типа  “хищник-жертва”.  Специфични
особености на модела са следните:
1. Моделът е от типа на Lotka-Volterra и е с променливи коефициенти;
2.  Коефициентите  притежават  крайни  граници  при  неограничено  нарастване  на
времето;
3. Биомасата на съобществото е подложена на кратковременни смущения (импулсни
въздействия), които се изразяват в отнемане на определени количества от биомасата
(както на жертвата, така и на хищника);
4.  Моментите на отнеманията съвпадат с моментите,  в които интегралната крива на
системата  анулира  някоя  от  предварително  зададени  ''специални  функции''.
Практически  това  означава,  че  интегралната  крива  пресича  някоя  хиперповърхнина,
принадлежаща  на  зададено  множество  от  непресичащи  се  хиперповърхнини,
разположени в разширеното пространство.

За описания клас моделни импулсни уравнения са намерени достатъчни условия
за непрекъсната зависимост на решенията от началната точка и дясната страна.

Параграф  1. Основен  елемент  на  импулсните  диференциални  уравнения,  които  са
обект  на  разглеждане  в  дисертационния  труд,  е  множество  от  непресичащи  се
хиперповърхнини, дефинирани във фазовото пространство на системата:

( ) ( ){ }, ; , 1, 2, ,i it x R D t t x iσ += ∈ × = = … (1.1)

където  функциите  : +
it D R→  и  D  е  непразна  област  от nR . Разглеждаме следната

начална задача за система от диференциални уравнения с импулси:

( ), , i

dx
f t x tτ

dt
= ≠ ; (1.2)

( ) ( ) ( ) ( )( )0 =1,2,t=τ i i j ii i
x t | = xτ + x τ = I x τ , i∆ − … ; (1.3)

( )0 0xτ = x , (1.4)

където:

- функцията : + nf R D R× → ;

- функциите : n
iI D R→ , =1,2,i … ;

- началната точка удовлетворява ограниченията: 0 0τ ≥ ; 0x D∈ .

По-нататък с

1 2=1,2, 0<iτ , i , τ < τ < ,… …
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ще ознчаваме моментите, в които интегралната крива  ( )( ),t x t  на задачата (1.2), (1.3),

(1.4) пресича някоя от хиперповърхнините (1.1).  Освен това, ще предполагаме, че ij  е

номерът на хиперповърхнината, която интегралната крива  пресича (среща)  в момента

iτ , 1,2,...i = .

Ще отбележим, че в общия случй е възможно ij i≠  (виж пример 1 от [108]). Ясно

е, че в момента iτ  е изпълнено равенството

( )( )1 =1,2,i j i ii
τ = t x τ , i− … .

Решението на задачата (1.2), (1.3), (1.4) е по части непрекъсната функция с точки
на прекъсване от първи род.

С Н1 означаваме следните условия:

Н1.1. Функцията , +
xf Lip L R D ∈ ×  .

Н1.2. Съществува положителна константа M  такава, че

( )( ) ( ), ,t x R D f t x M+∀ ∈ × ⇒ ≤ .

Н1.3.  За всяка точка  ( )0 0
+τ ,x R D∈ ×  решението  ( )0 0; ,fx tτ x  на задачата  без импулси

(1.2), (1.3) е дефинирано за 0t τ> .

Н1.4. Функциитe ( ) :iId I D D+ → , 1,2,...i = , където Id  е идентитетът в nR .

Н1.5. Функциитe [ ],i x it Lip L D∈ , където 
1

iL M
< , 1,2,...i = .

Н1.6. Валидни са неравенствата ( ) ( )1 20 t x t x< < < … за x D∈ .

Н1.7. Изпълнени са неравенствата ( )( ) ( )i i it x I x t x+ ≤  за x D∈ , 1,2,...i = .

Н1.8. Съществува ( )lim i
i

t x
→∞

= ∞ , равномерно относно x D∈ .

Н1.9. Функциитe , 1, 2,...iId I i+ = , са биективни.
Основният резултат в параграфа е следната теорема.

Теорема 1.1. Нека са изпълнени условията Н1.

Тогава за всяка точка ( )0 0
+τ ,x R D∈ ×  е изпълнено:

1. Интегралната крива ( )( )0 0, ; ,ft x t xτ  пресича безбройно много хиперповърхнини от 

(1.1).

1. Ако 1 2, ,...τ τ  са моментите на последователните срещи на интегралната крива с

хиперповърхнини от (1.1), то е изпълнено lim i
i

τ
→∞

= ∞ .

3. Решението на задачата (1.2), (1.3), (1.4) е единствно и продължимо за всяко 0tτ≥ .

Параграф  2. Във  втория  параграф  на дисертацията отново  се  изучават импулсни
системи диференциални уравнения, при които импулсите се осъществяват в моментите,
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в  които  интегралната  крива  на  системата  пресича (среща) някоя  от  предварително
зададени хиперповърхнини.

Към  условията  Н1 от  предходния  параграф  прибавяме  и  следните  хипотези,
които ще означим с Н2:

H2.1. Функциите , n
iI C D R ∈    и ( ) :iId I D D+ → ,  1,2,...i = , където Id  е идентитетът в

nR .

H2.2. Валидни са неравенствата

( ) ( )( ) , , 1, 2,..., 1, 2,...i k it x t x I x x D i k≠ + ∈ = = .

Н2.3. Изпълнено е 0 D∈  и

( ) ( ),0 0t R f t+∀ ∈ ⇒ = .

Н2.4. ( )0 0iI = , 1,2,...i = .

Въвеждаме допълнително следната начална задача:

( ) *, , i

dx
g t x t

dt
τ= ≠ (2.5)

( ) ( ) ( ) ( )( )*

* * *| 0 , 1, 2,...
ii

i i s it
x t x x I x iτ τ τ τ

=
∆ = + − = = , (2.6)

( )* *
0 0x xτ = , (2.7)

където:

- функцията : ng R D R+ × → ;

- функциите : n
iI D R→ , =1,2,i … ;

-  моментите  * *
1 2, ,...τ τ  съвпадат с моментите,  в които интеграланта крива на задачата

(2.5), (2.6), (2.7) среща хиперповърхнина от (2.1);

- валидни са неравенствата * *
1 20 ,...τ τ< < ;

- is  е номерът на хиперповърхнината, която интегралната крива на последната задача

пресича (среща) в момента *
iτ , 1,2,...i = .

- началната точка ( )* *
0 0, x R Dτ +∈ × .

Последната  начална  задача  ще наричаме  пертурбирана  на изходната  задача
(1.2), (1.3), (1.4). Разликите между двете задачи са в десните страни и началните точки.
Тези  различия  се  отразяват  както  на  импулсните  моменти,  така  и  на  индексите  на
хиперповърхнините, които двете интегрални криви срещат последователно. Решението

й означаваме (по аналогия с предходния параграф) с ( )* *
0 0; ,gx t xτ .

По-нататък  (за  удобство)  ще  възприемем,  че  изразът  “ .f Hi j∈ ”  означава

“функцията f  удовлетворява условие .Hi j ”, където ,i j N∈ .

Ще използваме следните дефиниции.

Дефиниция 2.1. Ще казваме, че решението ( )0 0; ,fx tτ x  на задачата (1.2), (1.3),

(1.4) зависи непрекъснато от началното условие, ако
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( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0, , , , , , 0 :T Rτ ,x R D ε η T τ xε η δ δ+ +∀ ∈ ∀ ∈ × ∃ = >

( )( )* * * *
0 0 0 0 0 0, , ,+x R D x xτ τ τ δ δ∀ ∈ × − < − <

( ) ( ) { }* * *
0 0 0 0 0 0 0; , ; , max , , =0,1,f f ix t x x tτ ,x ε t τ +T | t τ |> η, iτ τ τ⇒ − < ≤ ≤ − … .

Дефиниция 2.2. Ще казваме, че решението ( )0 0; ,fx tτ x  на задачата (1.2), (1.3),

(1.4) зависи непрекъснато от дясната страна на системата, ако

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, , 1.1, 1.3 , , , , , 0 :T Rτ ,x R D f H f H ε η T τ x fε η δ δ+ +∀ ∈ ∀ ∈ × ∀ ∈ ∈ ∃ = >

( ) ( ) ( )( )0 0, , , , , , 1.1, 1.3, , ,ng C Mτ x T ε f R g H g H g t x f t x δ ∀ ∈ ∈ ∈ − < 

( ) ( )0 0 0 0 0 0; , ; , , =1,2g f ix tτ x x t τ x τ t τ +T, | t τ |> η, iε⇒ − < ≤ ≤ − …

Дефиниция  2.3. Ще казваме,  че  нулевото решение  на  задачата (1.2),  (1.3)
зависи непрекъснато от началното условие, ако

( ) ( )( ) ( )( )* * * *
0 0 0 0 0 0 0, , , , 0 : , , ,T R T x R D xε τ δ δ ε τ τ τ τ δ δ+ +∀ ∈ ∃ = > ∀ ∈ × − < <

( )* * *
0 0 0 0; , ,fx t xε t Tτ τ τ⇒ < ≤ ≤ + .

Дефиниция  2.4. Ще казваме,  че  нулевото решение  на  задачата (1.2),  (1.3)
зависи непрекъснато от дясната страна, ако

( ) ( )( ) ( )( )0 0, , , 1.1, 1.3, ,0 0 , , , , 0 :Tτ R f H f H f t ε η T τ fε η δ δ+∀ ∈ ∀ ∈ ∈ = ∃ = >

( ) ( ) ( )( )0 ,0, , , , , 1.1, 1.3, , ,ng C Mτ T ε f R g H g H g t x f t x δ ∀ ∈ ∈ ∈ − < 

( )0 0 0; ,0 , .gx tτ τ t τ +Tε⇒ < ≤ ≤

Най-важните резултати в параграфа са следните две теореми.

Теорема 2.2. Нека са изпълнени условията Н1, Н2.1 и Н2.2.

Тогава  решението  на  задачата  (1.2),  (1.3),  (1.4)  зависи  непрекъснато  от
началното условие и от дясната дясната страна на системата.

Теорема 2.3. Нека са изпълнени условията Н1, Н2.3 и Н2.4.

Тогава нулевото решение на системата (1.2), (1.3) зависи непрекъснато от 
началното условие и от дясната страна на системата.

Параграф 3. Тук  получените резултати в  предходните два параграфа са приложени
върху модел  от  популационната  динамика.  Нека  разгледаме  динамиката  на
съжителство на два вида от типа “хищник-жертва”. Борбата между видовете и по-точно
промяната на количествата на всеки от видовете се дава чрез следната система от
диференциални уравнения:

( ) ( ) ( ) 21
1 1 1 1 2 1

dN
t N t N N t N

dt
ε γ γ= − − ; (3.1)

( ) ( )2
2 1 2 2 2

dN
t N N t N

dt
γ ε= − , (3.2)
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където:

- функциите  ( ) , 1,2kN t k = , са количествените измерения съответно на жертвата и

хищника;

- функциите ( ) , 1, 2kε t k = , са  коефициентите  на  естествения  прираст  на  двете

популации;

- функциите ( ) , 1, 2k t kγ = , са коефициентите на междувидовото взаимодействие;

- вътрешновидовата конкуренция между преставителите на жертвата се представя с

помощта на събираемото ( ) 2
1t Nγ .

Ще  предполагаме,  че  след  външна  намеса  количествата  на  двата  вида  се
променят скокообразно в моментите 1 2, ,...τ τ . Валидни са равенствата

( ) ( ) ( )( )*| 0 , 1, 2, 1,2,...
ik t k i k i ki k i kN N N N N k iτ τ τ α τ=∆ = + − = − = = , (3.3)

където kiα  и *
kN  са реални константи. Константите *

1N  и *
2N  ще уточним по-нататък.

Промените  1N∆  и  2N∆  на  биомасите съответно на  жертвата  и  на  хищника

зависят не само от техните количества в моментите на външната  импулсна намеса, но
и от самите моменти. Ще предполагаме, че моментите на намеса (импулсните моменти)
удовлетворяват някое от следните уравнения:

( ) ( )* *
1 1 1 2 2 2 , 1, 2,...j j jt N t N N t N jχ β β= + − + − = , (3.4)

където константите , , 1, 2j kj R kχ β +∈ = .

Представената по-горе система от дифернциални и алгебрични уравнения (3.1) -
(3.4) е математически модел на непрекъснатото и скокообразно развитие на биологично
съобщество  от  тип  “хищник-жертва”. Установяването  на  условия  за  непрекъсната
зависимост на решенията на системата (3.1) - (3.4) от началното условие и от дясната
страна е важно за практическото изследване на динамиката на такива видове, а също
така и за отглеждането и използването на такива съобщества.

Ако приравним десните страни на уравненията на системата (3.1), (3.2) на нула,
ще получим алгебрична система, която притежава следното решение

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 1 2 2* *

1 2
2 1 2

,
t t t t t

N t N t
t t t

ε ε γ ε γ
γ γ γ

−
= = . (3.5)

Установено е, че количествените изменения на видовете, взаимодействието между тях
и вътрешновидовата борба се определя чрез функциите:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,k k k k k kt e t t g t t g tε γ γε γ γ= Π = Π = Π , (3.6)

където , , 1, 2k ke g k = ,  и  g  са  положителни  константи,  а функциите  , ,ek gkΠ Π

,g C R R+ + Π ∈    и освен това са валидни границите:

( ) ( ) ( )lim 1, lim 1, lim 1ek gk g
t t t

t t t
→∞ →∞ →∞

Π = Π = Π = . (3.7)

Означаваме

( ) ( )* * * *
1 1 2 2lim , lim

t t
N N t N N t

→∞ →∞
= = .
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Тогава, като имаме предвид (3.5), (3.6) и (3.7), намираме

* *2 1 2 2
1 2

2 1 2

e e g e g
N , N

g g g

−= = .

По  този  начин  намираме  константите *
1N  и  *

2N ,  които участват в  разглежданата

моделна система.

Въвеждаме условията Н3:

Н3.1.  Съществува  функция  ,C R R+ + Π ∈   ,  такава,  че  за  всяко  t R+∈  са  валидни

равенствата

( ) ( ) ( ) ( )ek gk gt t t tΠ = Π = Π = Π  и ( )lim 1
t

t
→∞

Π = .

Н3.2. Валидни са неравенствата:

2 1

2

, 1 0, , 1, 2, 1,2,...,ki ki k

e e
k i

g g
α β β< − < ≤ = = =  1 20 ..., lim i

i
χ χ χ

→∞
< < < = ∞ .

Разглеждаме функцията : R Nτ + → , дефинирана с помощта на равенството

( ) ( ) ,t R t pτ+∀ ∈ ⇒ =   ако  1p ptτ τ +< ≤ .

С други думи, стойността на функцията τ  в момента t  е равна на броя на импулсните
моменти, които са преди момента t .

Към условията Н3 добавяме и следното условие:

Н3.3. Съществува константа 0Θ >  такава, че

( ) ( ) ( )2 1
1 2 1 2

2 1

, ,R
τ θ τ θ

θ θ θ θ
θ θ

+ −
∀ ∈ < ⇒ ≤ Θ

−
.

Сега  можем  да  дадем  нова  форма,  по-лесна за  изследване, на  изходната
импулсна система (3.1), (3.2), (3.3):

( ) ( )1
1 1 1 2 1

dN
N e g N gN t

dt
= − − Π ; (3.8)

( ) ( )2
2 2 1 2

dN
N g N e t

dt
= − Π ; (3.9)

( )( )*| , 1, 2, 1,2,...
ik t ki k i kN N N k iτ α τ=∆ = − = = , (3.10)

където 1 2, ,...τ τ  са моментите, в които интегралната крива ( ) ( )( )1 2, ,t N t N t  на системата

(3.8), (3.9), (3.10) пресича някоя от хиперповърхнините

( ) ( ){ }1 2 1 2, , ; ,i it N N R R R t t N Nσ + + += ∈ × × = ,

където

( ) * *
1 2 1 1 1 2 2 2, , 1, 2,...i it N N N N N N iχ β β= + − + − = .

Ясно е, че точката ( )* *
1 2,N N  е стационарна за ситемата (3.8), (3.9), (3.10). С други думи

решението
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( ) ( ) ( )( )* * * * * *
1 2 1 1 2 2 1 2, ;0, , , ;0, , , 0N N N t N N N t N N t= ≥ .

С ( ) ( )( )0 0 0 0
1 1 2 2 1 2;0, , , ;0, ,N t N N N t N N  означаваме  решението  на  системата  (3.8),  (3.9),

(3.10) с начално условие

( ) 00 , 1,2k kN N k= = , (3.11)

където точките 0
1N  и 0

2N  удовлетворяват неравенствата

0 01
1 20 , 0

e
N N

g
< < < .

В дисертацията се установява, че решенията на моделната система са ограничени, т.е. 

( ) ( )max max 0 0 max
1 2 1 2, : 0 ; , , 0, 1,2k kN N R N t N N N t k+∃ ∈ < ≤ ≥ = .

Сега дефинираме областа D :

( ) ( )max max
1 20, 0,D N N R R+ += × ⊂ × .

Всички условия на Теорема 2.2 са изпълнени, ако:

1. Константите ,i kiχ α  и  kiβ  при  1,2k =  и  1,2,...i = удовлетворяват няколко тривиални

неравенства;

2. Валидни са неравенствата: 1, 1,2kM kβ < = .

3. Валидни са условията Н3.

Следователно, решението  на  задачата (3.8),  (3.9),  (3.10),  (3.11) зависи
непрекъснато от началното условие и от дясната страна.

Глава ІІ. Въведени са редица нови понятия. Тук ще обърнем внимание на едно от тях, а
именно “еквитотална устойчивост на ненулевите решения на разглежданата импулсна
система,  независимо от транслациите на импулсните хиперповърхнини”.  Ще посочим
някои специфични особености на споменатото понятие:
- устойчивостта е тотална,  защото се допускат смущения както в началното условие,
така и в дясната страна на системата;
-  устойчивостта е  “екви”,  защото се отнася за  всяка началната точка  на решенията,
която принадлежи на фазовото пространство;
- устойчивостта не зависи от транслациите на импулсните хиперповърхнини, защото е
валидна  за  всеки  “комплект”  импулсни  хиперповърхнини,  получен  от  изходния  чрез
добавяне  на  една  и  съща  положителна  константа  към  дясната  страна  на
дефиниционното равенство на всяка една от тях.

По аналогия е въведено и понятието “тотална устойчивост на нулевото решение
на  разглежданата  система,  независимо  от  транслациите  на  импулсните
хиперповърхнини”.  Както се вижда, тук не се изисква устойчивостта да е валидна за
всяка начална точка от фазовото пространство.

За всяка функция  : nf R D R+ × →  ( D  е област от  nR ) и за всяка положителна

константа θ  се дефинира функцията : nf R D Rθ
+ × →  с помощта на равенството

( ) ( ) ( ), , , ,f t x f t x t x R Dθ θ += + ∈ × .

Ще казваме, че функцията * : nf R D R+ × →  е гранична за f , ако съществува редица от

положителни  числа  1 2, ,..., lim i
i

θ θ θ
→∞

= ∞ ,  такава,  че  съответната  редица  от  функции
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1 2
, ,...f fθ θ  клони равномерно към *f  при ( ),t x R D+∈ × . Възможно е дадена функция да

няма, да има една, краен брой или безбройно много гранични функции. В много случаи
граничните  функции  притежават  сравнително  “по-добри”  (по-лесно  проверяеми)
качества  в  сравнение  с  изходната  функция.  Съответната  система  диференциални
уравнения (с дясна страна, съвпадаща с някоя гранична функция) се нарича гранична
система.

В параграф 4 е намерена връзка между качествата на решенията на изходната
импулсна система и решенията на съответните импулсни гранични системи. По-точно,
намерени са достатъчни условия,  от които следва,  че ако всяка една от граничните
системи  притежава  еквитотално  устойчиви  ненулеви  решения,  независимо  от
транслациите  на  импулсните  хиперповърхнини,  то  изходната  система  притежава
тотално устойчиви ненулеви решения. Подобни резултати са получени и за нулевите
решения.

Поради специфични особености на решенията (например, нулевото решение не
е  подложено  на  импулсни  въздействия,  за  разлика  от  ненулевите  решения),  то
получените резултати за ненулевите решения от една страна и нулевото решение от
друга се различават.

Изследванията в параграф 5 са продължение на тези от предходния параграф. В
известен  смисъл  намерените  взаимовръзки  са  в  обратна  посока.  Получени  са
достатъчни условия, от които следва, че ако изходната система притежава еквитотално
устойчиви  ненулеви  решения,  независимо  от  транслациите  на  импулсните
хиперповърхнини,  то  всяка  една  от  граничните  системи  диференциални  уравнения
притежава тотално устойчиви ненулеви решения. Подобни са резултатите и за нулевото
решение.

В последния параграф на дисертацията теоретичните изследвания са приложени
върху  математически  модел  на  съобщество  от  тип  “хищник-жертва”,  подложено  на
импулсни  външни  въздействия.  Ще  обърнем  внимание  на  факта,  че  с  помощта  на
граничните  системи са  “премахнати”  редица  ненужни “обременяващи”  разглеждания,
свързани  с  първоначални  смущения  в  модела.  Тези  пертурбации  се  случват  в
ограничен времеви интервал, стартиращ от началния момент на развитие на модела,
респективно  на  описвания  динамичен  процес.  След  това  се  достига  до  развитие,
подчинено на трайно установени зависимости. Това обстоятелство безспорно улеснява
изследванията  за  установяване  на  различни  типове  устойчивост  на  съответните
гранични импулсни системи. След това, на базата на доказаните теореми намерените
качества се прехвърлят и тълкуват върху решенията на изходния модел.

Параграф  4. Изучава  се  въпросът  за  устойчивост на  импулсни  диференциални
уравнения с променливи моменти на импулсни въздействия чрез метода на граничните
уравнения. И тук се разглежда изходната задача (1.2), (1.3), (1.4).

Въвеждаме и съответната смутена начална задача:

( ), , g
i

dx
g t x tτ

dt
= ≠ ;

( ) ( ) ( ) ( )( )0 =1,2,g
i

g g g
i i s it=τ i

x t | = xτ + x τ = I x τ , i∆ − …;

( )0 0
g gxτ = x ,

където:

- функцията g: + nR D R× → ;

- началната точка удовлетворява ограниченията: 0 0gτ ≥ , 0
gx D∈ ;
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- 1 2, ,...g gτ τ  са  моментите,  в  които  интегралната  крива  на  горната  задача  пресича

хиперповърхнините (1.1), а 1 2, ,...s s  са съответно номерата на тези хиперповърхнини.

Решението на смутената задача означаваме с ( )0 0; ,g g
gx t xτ .

Както  се  вижда,  смущенията  в  последната  задача  са  в  началното  условие  и
дясната страна.

Въвеждаме следните дефиниции:

Дефиниция 4.1. Ще казваме, че решението ( )0 0; ,fx t xτ  на задачата (1.2), (1.3),

(1.4) е тотално устойчиво, ако

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0, 0 , , , , 0 :x R D xε η τ δ δ ε η τ+∀ > ∀ ∈ × ∃ = >

( ) ( )0 0 0 0 0 0, ,g g g gR x D x xτ τ τ δ δ+∀ ∈ − < ∀ ∈ − <

( ) ( ) ( )( )0 0, , , , 1.3, , ,g F x f g H g t x f t xτ ε δ∀ ∈ ∈ − <

( ) ( ) { }0 0 0 0 0 0; , ; , , max , , , 1, 2,...g g g
g f ix t x x t xε t t iτ τ τ τ τ η⇒ − < ≥ − > = .

Дефиниция  4.2. Ще  казваме,че  нулевото  решението  на  системата  (1.2),  (1.3)  е
тотално устойчиво, ако

( ) ( )( )0 0, 0 , 0 :τε δ δ ε τ∀ > ∃ = >

( ) ( )0 0 0 0 0, ,g g g gR x D xτ τ τ δ δ+∀ ∈ − < ∀ ∈ <

( ) ( ) ( )( )0 ,0, , , 1.3, , ,g F f g H g t x f t xτ ε δ∀ ∈ ∈ − <

( ) { }0 0 0 0; , , max , .g g g
gx t xε tτ τ τ⇒ < ≥

Дефиниция 4.3. Ще казваме,че решението ( )0 0; ,fx t xτ  на задачата (1.2), (1.3),

(1.4) е еквитотално устойчиво върху областта *D D⊂ , ако

( ) ( )( )0 0, , 0 , , 0 :ε η τ δ δ ε η τ∀ > ∃ = >

( ) ( ) ( )* *
0 0 0 0 0 0 0, ,g g g gx D R x D x xτ τ τ δ δ+∀ ∈ ∀ ∈ − < ∀ ∈ − <

( ) ( ) ( )( )0 0, , , , 1.3, , ,g F x f g H g t x f t xτ ε δ∀ ∈ ∈ − <

( ) ( ) { }0 0 0 0 0 0; , ; , , max , , , 1, 2,...g g g
g f ix t x x t xε t t iτ τ τ τ τ η⇒ − < ≥ − > = .

Нека θ  е  произволно  реално  положително  число.  Въвеждаме
хиперповърх-нините

( ) ( ){ }, ; , 1, 2,...i it x R D t t x iθσ θ+= ∈ × = + = (4.5)

Разглеждаме следната начална задача

( ), , ;i

dx
f t x t

dt
θτ= ≠ (4.6)

( ) ( ) ( ) ( )| 0 ;
i i

i i it j
x t x x Iθ θ

θ θ θ
τ τ τ τ

=
∆ = + − = (4.7)
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( )0 0x xτ = , (4.8)

където , 1, 2,...θ
iτ i = , са моментите, в които интегралната крива на задачата (4.6), (4.7),

(4.8) пресича хиперповърхнините (1.1), а  ij
θ  е номерът на хиперповърхнината от (4.5),

която същата  интегрална крива среща в момента i
θτ . Решението на горната задача

означаваме  с  ( )0 0; ,fx t xθ τ .  Съответната  смутена  задача  (получава  се  при  различно

начално условие и дясна страна) има вида

( ), , ;g
i

dx
g t x t

dt
θτ= ≠ (4.9)

( ) ( ) ( ) ( )| 0 ;g
ii

g g g
i i ist

x t x x Iθ θ
θ θ θ

τ
τ τ τ

=
∆ = + − = (4.10)

( )0 0
g gx xτ = , (4.11)

където смисълът на означенията и по-специално на индексите е идентичен с тези на

основната задача. Решението на задачата (4.9), (4.10), (4.11) означаваме с ( )0 0; ,g g
gx t xθ τ .

Дефиниция 4.4. Ще казваме,че решението ( )0 0; ,fx t xτ  на задачата (1.2), (1.3),

(1.4)  е  еквитотално  устийчиво  върху  множеството  *D D⊂ ,  независимо  от
транслацията на хиперповтрхнините (1.1), ако:

( ) ( )( )0 0, , 0 , , 0 :ε η τ δ δ ε η τ∀ > ∃ = >

( ) ( ) ( ) ( )* *
0 0 0 0 0 0 0, , 0g g g gx D R x D x xτ τ τ δ δ θ+∀ ∈ ∀ ∈ − < ∀ ∈ − < ∀ >

( ) ( ) ( )( )0 0, , , , 1.3, , ,g F x f g H g t x f t xθ τ ε δ∀ ∈ ∈ − <

( ) ( ) { }0 0 0 0 0 0; , ; , , max , , , 1, 2,...g g g
g f ix t x x t x t t iθ θ θτ τ ε τ τ τ η⇒ − < ≥ − > =

Дефиниция 4.5. Ще казваме,че нулевото решение на системата (1.2), (1.3) е
тотално устойчиво, независимо от транслацията на хиперповърхнините (1.1), ако:

( ) ( )( )0 0, 0 , 0 :ε τ δ δ ε τ∀ > ∃ = >

( ) ( ) ( )*
0 0 0 0 0 0, , 0g g g gR x D x xτ τ τ δ δ θ+∀ ∈ − < ∀ ∈ − < ∀ >

( ) ( ) ( )( )0 ,0, , , 1.3, , ,g F f g H g t x f t xθ τ ε δ∀ ∈ ∈ − <

( ) { }0 0 0 0; , , max ,g g g
gx t xε tθ τ τ τ⇒ < ≥ .

Дефиниция  4.6. Нека  функциите : , 1, 2,...n
ig R D R i+ × → = .  Ще  казваме, чe

редицата от функции 1 2, ,...g g  клони b-равномерно (в смисъл на Bohr) към функцията

0g  при ( ), +t x R D∈ ×  за i → ∞ , ако тази редица клони равномерно към функцията 0g

при ( ), +t x R C∈ ×  за всяко множество C , което е компактно подмножество на D .

Дефиниция 4.7. Предполагаме, че:

1. Функцията : nf R D R+ × → .

2. Функцията : nf R D Rθ
+ × →  и
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( ) ( ) ( ), , , , , 0+f t x f t x t x R D constθ θ θ= + ∈ × = > .

Тогава fθ  се нарича транслация на f  с константа θ .

Дефиниция  4.8. Ще  казваме,че  функцията f ,  : nf R D R+ × → , е

a-положителна  (b-положителна)  предкомпактна,  ако  за  всяка  редица  от

положителни  реални  числа 1 2, , , lim i
i

θ θ θ
→∞

… = ∞ ,  съответната редица  от  функции

1 2
, ,θ θf f …  притежава  равномерно  (b-равномерно)  сходяща  подредица  при

( ), +t x R D∈ × .

Дефиниция  4.9. Нека  f ,  : nf R D R+ × → .  Ще  казваме,  че  функцията  *f ,
* : nf R D R+ × → , е a-гранична (b-гранична) функция за f , ако съществува редица от

реални  числа 1 2, , , lim i
i

θ θ θ
→∞

… = ∞ , такава,  че  съответната  редица  от  функции

1 2
, ,θ θf f …  клони равномерно (b-равномерно) към *f  при ( ), +t x R D∈ × .

Множеството от всички a-гранични (b-гранични) функции на f  ще означаваме с

( )a b
f fΩ Ω .

Ще използваме следните условия, които в съвкупност означаваме с Н4:

Н4.1. Съществува константа 0d >  такава, че

( ) ( ) ( )( )( ), , , 1, 2,..., 1, 2,...i i kx D t x x I x d i kρ σ∀ ∈ ⇒ + ≥ = = .

Н4.2. Съществува област *D D⊂  и константа 0α >  такива, че

( )( ) ( )( )*
0 0 0 0 0, ; , ,fx R D B x t x D tατ τ τ+∀ ∈ × ⇒ ⊂ ≥ .

Основните резултати се съдържат в следващите теореми.

Теорема 4.1. Предполагаме, че:

1. Изпълнени са условията Н1, Н2.1, Н2.2, Н4.1 и Н4.2.

2. Решението на задача (1.2), (1.3), (1.4) е еквитотално устойчиво при ( ) *,t x D∈ .

Тогава

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0, 0 , , , , , 0 :x R D xε η τ δ δ ε η τ δ α+∀ > ∀ ∈ × ∃ = < <

( ) ( )0 0 0 0 0 0, ,g g g gR x D x xτ τ τ δ δ+∀ ∈ − < ∀ ∈ − <

( ) ( ) ( )( )0 0, , , , 1.3, , ,g F x f g H g t x f t xτ ε δ∀ ∈ ∈ − <

са валидни твърденията:

1. Интегралните криви ( )( )0 0, ; ,g g
gt x t xτ  и ( )( )0 0, ; ,ft x t xτ  при { }0 0max ,gt τ τ≥  пресичат

последователно едни и същи хиперповърхнини от (1.1).

2. , 1, 2,...g
i i|τ τ | η i− < = .

3. ( ) ( )0 0 0 0; , , , , ,g g
gx t x Mτ x ε fτ ∈ ∞  при { }0 0max ,gt τ τ≥ .

19



Нека функцията ( )* *a b
f ff f∈Ω ∈Ω .  Разглеждаме следната начална задача  за

системи диференциални уравнения с импулси

( )* *, , i

dx
f t x t

dt
τ= ≠ ; (4.18)

( ) ( )( )* *

*| , 1, 2,...
i i

it j
x t I x iτ τ

=
∆ = = ; (4.19)

,=)( 00 xx τ (4.20)

където  * *
1 2, ,...τ τ  са моментите,  в които интегралната крива ( )( )* 0 0, ; ,

f
t x t xτ  на горната

задача пресича хиперповърхнините (4.1) и  *
ij  е номерът на хиперповърхнината, която

същата  интегрална  крива пресича в  момента *
iτ .  Системата  (4.18),  (4.19)  се нарича

a-гранична (b-гранична)  система,  съответваща на системата.  (4.2),  (4.3).  Възможно е
дадена система да не притежава a-гранична или b-гранична система, а също така да
притежава няколко или безбройно много a-граничн или b-гранични системи с импулси. В

сила е съотношението 
a b
f fΩ ⊂ Ω , откъдето заключаваме, че всяка a-гранична система е

и b-гранична система.

Към съвкупността от условия Н4 добавяме следните хипотези, отнасящи се за
съществуване на гранични уравнения.

Н4.3. Множеството 
a
fΩ ≠ ∅ .

Н4.4.  За  всяка  функция  
* a

ff ∈Ω  съществува  положителна  числова  редица  1 2, ,θ θ … ,

lim i
i

θ
→∞

= ∞ , такава че:

- За всяко число *i  същетвува номер *k i>  такъв,че , 1, 2,...k i iθ τ≠ = ;

- Редицата от функции 
1 2
, ,θ θf f …  клони равномерн към *f  при ( ), +t x R D∈ × .

H4.5.  За всяка точка  ( ) *
0 0, x R Dτ +∈ ×  решението  ( )0 0; ,fx t xτ  на задачата (1.2),  (1.3),

(1.4) не напуска множеството *D  за 0tτ≥ .
Хипотезата Н4.5 следва от следните две условия:

H4.5.1. За всяка точка ( ) *
0 0, x R Dτ +∈ ×  решението на задачата без импулси (1.2), (1.4)

не напуска множеството *D  при 0tτ≥ .

H4.5.2. Функциите ( ) * *: , 1, 2,...iId I D D i+ → = .

Най-важният  резултат  в  настоящия  дисертационен  труд  формулираме  в
следната теорема.

Теорема 4.2. Предполагаме, че:

1. Валидни са хипотезите Н1.1, Н1.2, Н1.5 - Н1.8, Н2.1 и Н4.3 - Н4.5.

2.  Нека  съществува функция 
* a

ff ∈Ω  такава, че решението на задачата (4.18),

(4.19),  (4.20)  е  еквитотално  устойчиво  на  областта *D ,  независимо  от
транслацията на хиперповърхнините (4.1).

Тогава, за  всяка  точка  *
0x D∈  решението  на  задачата  (1.2),  (1.3),  (1.4)  е

тотално устойчиво.

Теорема 4.3. Предполагаме, че:
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1. Изпълнени са условията Н1.1-Н1.9, Н2.1, Н2.3, Н2.4 и Н4.3.

2. Съществува функция 
* b

ff ∈Ω  такава, че нулевото решение на системата (4.18),

(4.19) е тотално устойчиво,  независимо от транслацията на хиперповърхнините
(4.1).

Тогава нулевото решение на система (1.2), (1.3) е тотално устойчиво.

Параграф 5. В следващата лема (която има и самостоятелен интерес) са представени
достатъчни условия,  които гарантират близост в ограничен времеви интервал между
решенията на две начални задачи за системи диференциални уравнения.  Разликата
между  двете  задачи  е  само  в  десните  страни  на  системите.  Десните  страни  се
различават единствено във времево множество с “контролируема” мярка. За сметка на
това,  разликите  между  десните  страни  може  да  са  сравнително  “големи”.  Ще
отбележим,  че  във  всички  известни  досега  резултати  за  непрекъсната  зависимост
относно  десните  страни  се  изисква  “близост”  между  тях  в  целия  интервал  на
съществуване на решенията. Това условие тук е нарушено.

Нека J  е  измеримо  множество  от  точки  в  R .  Означаваме  с [ ]m J  неговата

Лебегова мярка. Нека [ ]0 0: , , 0n
hg D R hτ τ θ θ+ × → ≤ ≤ , е еднопараметрично семейство

функции  (с  параметър h ), 0 ,
+τ θ R∈  и  D  е  област  от nR .  В следващата  лема  с

( )0 0; ,g hh
y t yτ  ще означаваме решението на задачата без импулси

( ) ( )0 0, , ,h h

dy
g t y y y

dt
τ= = (5.1)

където 0y D∈ . За всяка точка 0y D∈  и за всяка константа 0δ >  такава, че ( )0B y Dδ ⊂
дефинираме множеството

( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0 0 0; ; , ,
h

n
h g h hY y y R y y y y B yδ δτ θ τ= ∈ = + ∈ .

Лема 5.1. Нека за 0 hθ≤ <  са изпълнени условията:

1. Функциите [ ]0 0, , n
hg Cτ τ +θ D R ∈ ×  ;

2. Съществува константа 0M >  такава, че

( ) [ ]( ) ( )0 0, , ,ht yτ τ +θ D g t y M∀ ∈ × ⇒ ≤ ;

3. Съществуват константи 0 0,L > 0hL L>  и 0L >  такива, че:

- ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( )0 0, ' , , '' , , ' , '' ' ''h h ht y t yτ τ +θ D g t y g t y L y y∀ ∈ × ⇒ − ≤ − ,

- 
0

lim h
h

hL L
→

= ;

4. Съществуват множвства [ ]0 0,hR τ τ θ⊂ +  с мярка [ ]hm R hθ= −  такива, че са 

изпълнени равенствата

( ) ( ) ( )0 , , , ,h hg t y g t y t y R D= ∈ × ;

5. За всяка точка 0hy D∈  решението на задачата (5.1) е продължимо до 0τ θ+ .

Тогава
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( ) ( )( ) ( )0 00, 0y D B y D h constδδ∀ ∈ ∀ > ⊂ ∃ = > : ( ) ( )
0 0 0 0 0; ,g hy y Y yδτ θ τ+ ∈ .

Разглеждаме задачите с импулсни въздействия от предходните параграфи:

( ) ( ){ }, ; , 1, 2, ,i it x R D t t x iσ += ∈ × = = … (5.6)

( ), , i

dx
f t x tτ

dt
= ≠ ; (5.7)

( ) ( ) ( ) ( )( )0 =1,2,t=τ i i j ii i
x t | = xτ + x τ = I x τ , i∆ − … ; (5.8)

( )0 0xτ = x (5.9)

и

( )* *, , i

dx
f t x t

dt
τ= ≠ ; (5.10)

( ) ( )( )* *

*| , 1, 2,...
i i

it j
x t I x iτ τ

=
∆ = = ; (5.11)

,=)( 00 xx τ (5.12)

къето функцията  
* a

ff ∈Ω . Смисълът на означенията в горните две задачи е както в

предходните параграфи.

Теорема 5.1. Предполагаме, че:

1. Валидни са условията Н1.1, Н1.2, Н1.6, Н1.7, Н1.8, Н2.1, Н2.4, Н4.3, Н4.4 и Н4.5.

2. Решението на задачата (5.7), (5.8), (5.9) е еквитотално устийчиво при ( ) *,t x D∈ ,

независимо от транслацията на хиперповърхнините (5.6).

3. Моментът ( )0 1 ,τ t x x D≤ ∈ .

4. Изпълнено е

( ) ( ) ( ) ( ) [ )* * *
0 0 0 00 : , , , , ,a

ff x D const Mτ x β f Dβ τ∀ ∈Ω ∀ ∈ ∃ = > ∞ ⊂ ∞ × .

Тогава  за  всяка  точка  *
0x D∈  и  за  всяка  функция  

* a
ff ∈Ω  решението  на

граничната задача (5.10), (5.11), (5.12) е тотално устойчиво.

Теорема 5.2. Предполагаме, че:

1. Изпълнени са условията Н1.1-Н1.8, Н2.1, Н2.3, Н4.1, Н4.2 и Н4.5.

2. Нулевото решение на системата (5.7),  (5.8) е тотално устойчиво, независимо
от трнслацията на хиперповърхнините (5.6).

Тогава  за  всяка  функция  
* b

ff ∈Ω  нулевото  решение  на  системата  (5.10),

(5.11) е тотално устойчиво.

Параграф  6. В  последния  параграф  на  дисертацията  се  разглежда  въпросът  за
устойчивост на решенията на моделната импулна задача (3.8), (3.9), (3.10) от параграф
3.  Ще  приложим  разработения  в  предходните  параграфи  метод  на  граничните
уравнения. Разглеждаме задачата:
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( ) ( )1
1 1 1 2 1

dN
N e g N gN t

dt
= − − Π ; (6.1)

( ) ( )2
2 2 1 2

dN
N g N e t

dt
= − Π ; (6.2)

( )( )*| , 1, 2, 1,2,...
ik t ki k i kN N N k iτ α τ=∆ = − = = , (6.3)

където смисълът на означенията е както в третия параграф.

Припомняме, че 1 2, ,...τ τ  са моментите, в които интегралната крива ( ) ( )( )1 2, ,t N t N t

на  съответна  начална  задача  на  системата  (6.1),  (6.2),  (6.3)  пресича  някоя  от
хиперповърхнините

( ) ( ){ }1 2 1 2, , ; ,i it N N R R R t t N Nσ + + += ∈ × × = ,

където функциите

( ) * *
1 2 1 1 1 2 2 2, , 1, 2,...,i it N N N N N N iχ β β= + − + − =

1 2 1 20 ..., lim , 0, 0i
i

χ χ χ β β
→∞

< < < = ∞ > > .

Точката ( )* *
1 2,N N  е стационарна за ситемата (6.1), (6.2), (6.3).

С ( ) ( )( )0 0 0 0
1 1 2 2 1 2;0, , , ;0, ,N t N N N t N N  означаваме решението на моделната 

система с начално условие

( ) 00 , 1,2k kN N k= = , (6.4)

Ще направим стандартната субституция

( ) ( ) *, 1, 2k k kx t N t N k= − = .

Изходната система от диференцални уравнения с импулси придобива следния вид

( )( ) ( )2 * * *1
1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 12 , i

dx
e x g x x gx g N x N x gN x t t

dt
τ= − − − + − Π ≠ ;         (6.5)

( )( ) ( )* *2
2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 , i

dx
g x x e x g N x N x t t

dt
τ= − + + Π ≠ ;                               (6.6)

( ) | , 1, 2
ik t ki kx t x kτ α=∆ = = ,                                                                 (6.7)

където 1 2, ,τ τ …  са моментите, в които интегралната крива ( ) ( )( )1 2, ,t x t x t  на съответна

начална задача за системата (6.5), (6.6), (6.7) пресича хиперповърхните

( ) ( ){ }1 2 1 1 2 2, ; , , 1, 2,...i it x R D t x x x x iσ χ β β+= ∈ × = = + + = . (6.8)

В последния параграф са намерени условия,  при които нулевото  решение на
задачата с импулси (6.10), (6.11) е тотално устойчиво, независимо от транслацията на
хиперповърхнините  (6.8).  Накрая, от  Теорема  4.3 следва,  че  нулевото  решение  на
система (6.5), (6.6), (6.7) е тотално устойчиво.
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е
В  настоящия  дисертационен  труд  са  получени  следните  по-важни  резултати,

отнасящи  се  към  фундаменталната  и  качествена  теория  на  импулсни неавтономни
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диференциални  уравнения  с  нефиксирани  моменти  на  импулсни  въздействия.
Намерени са достатъчни условия за:
1. Отсъствие на явлението биене и продължимост на решенията;
2. Непрекъсната  зависимост  на  решенията  относно  началното  условие  и  дясната

страна на системата;
3. Тотална устойчивост на изходното импулсно уравнение,  ако съществува гранично

уравнение,  което  е  еквитотално  устойчиво,  независимо  от  транслациите  на
импулсните хиперповърхнини;

4. Тотална  устойчивост  на  всяко  гранично  уравнение,  ако  изходното  уравнение  е
еквитотално  устойчиво,  независимо  от  транслациите  на  импулсните
хиперповърхнини;

5. Получените  теоретични  резултати  са  приложени  върху  конкретни  импулсни
математически модели от популационната динамика.

Д Е К Л А Р А Ц И Я
1. Резултатите и сведенията от увода са предварителни и се основават на различни

литературни източници, които са надлежно посочени.
2. Основните резултати в параграфите с номера 1, 2 и 3 са публикувани в статията:

Stoykov D., Continuous dependence of the solution of a system of differential equations with
impulses on the initial  condition  and on the right-hand side of  the system, Mathematica
Balkanica New Series, Vol. 11, (1997), 97-113.

3. Няколко помощни резултата в параграф 1 са взаимствани от статията:
Dishliev A., Bainov D., Continuous dependence of the solution of a system of differential
equations  with impulses  on the impulse hypersurfaces,  J.  of  Mathematical  Analysis  and
Applications, (1988), Vol. 135, № 2, 369-382.

4. Резултатите в параграфите с номера 4 и 6 са публикувани в статията:
Dishliev A., Stoykov D., Stability via limiting equations of impulsive differential equations,
International J. of Differential Equations and Applications, Vol. 6, № 4, (2002), 369-388.

5. Резултатите в параграф 5 са публикувани в статията:
Dishliev A.,  Stoykov D.,  Stability  of  limiting equations of  impulsive  differential  equations,
International J. of Differential Equations and Applications, Vol. 6, № 4, (2002), 389-410.
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