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Глава 0. Увод 
 

Разглежданите въпроси в дисертационния труд се отнасят към качествената 
теория на някои видове импулсни диференциални уравнения и приложенията им в 
различни математически модели от популационната динамика и фармакокине-
тиката. Този клас уравнения е удобен математически апарат за моделиране на 
процеси и явления, които по време на своето развитие са подложени на 
кратковременни външни въздействия. Предполага се, че времетраенето на 
въздействията е пренебрежимо малко в сравнение с общата продължителност на 
процесите или явленията, които импулсните уравнения описват. Поради това може 
да се приеме, че въздействията са „мигновени” и се извършват под формата на 
импулси. Изучаването на „скокообразно” развиващи се динамични състояния е 
предмет и на други науки, като: механика, фармакокинетика, популационна 
динамика, икономика, теория на управлението и др. В тези случаи използването на 
математически апарат под формата на моделиращи импулсни диференциални 
уравнения, като правило, е задължително. 

 Така например, скокообразни изменения в развитието на процесите се 
наблюдават при: 
- действието на амортизатор, подложен на ударни въздействия [32] и [35];  
- изменението на скоростта на затвора на клапан при преминаването му от 
отворено в затворено състояние [18] и [113]; 

- колебанията на системи от махала при наличие на външни импулсни смущения 
[10], [11] и [12]; 

- ударен модел на часовников механизъм [3] и [17]; 
- виброударни системи [2] и [16]; 
- релаксионни колебания на електромеханични системи [1];  
- електронни схеми [9] и [25]; 
- затихващ осцилатор, подложен на импулсни въздействия [32]; 
- динамиката на системи за автоматично регулиране [25] и [34]; 
- управление на орбитата на спътник с помощта на радиални ускорения [8] и [9]; 
- преминаването на твърдо тяло от флуид с дадена плътност във флуид с друга 
плътност [32]; 

- изменението на скоростта на химична реакция при прибавянето или отнемането 
на катализатор; 

- смущения в клетъчни невронни мрежи [42], [44], [101], [104], [105], [205], [207] и 
[229]; 

- импулсни пертурбации в скоростта на развитие на кълбовидни бактерии, 
подчинени на закона на Schmalhausen [117];  

- импулсна външна намеса и оптимизационни задачи в популационната динамика 
на изолирана популация [51], [66], [67], [92], [122], [141], [174], [216] и [239]; 

- загиване на популации в резултат на импулсни въздействия [179]; 
- импулсна външна намеса и оптимизационни задачи в популационната динамика 
на съобщество от тип жертва-хищник [48], [49], [53], [152], [154],  [155], [188], 
[189], [227] и [236]; 

- фармакокинетиката [108], [132] и [133]; 
- епидемиологията [237]; 
- „шокови” изменения на цените на затворените пазари [211] и др. 
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Математическата теория на системите, които в определени моменти се 
изменят скокообразно, се развива в две основни направления. 

Едното от тези направления е въведено в работите на С. Завалищин, А. 
Сесекин и С. Дрозденко [8], А. Халанай и Д. Векслер [33], S. Pandit и S. Deo [195] и 
др. Тук основен математически апарат за описание на импулсните въздействия са 
обобщени функции (от типа на Дирак). При задачите, които се изучават в това 
направление на теорията на импулсните диференциални уравнения, моментите на 
импулсно въздействие са предварително фиксирани. Ще отбележим, че в този 
случай използваният подход за описание на „скокообразни” процеси не е подходящ 
за моделиращите системи, при които импулсните моменти се определят 
динамично, в зависимост от стойностите на решението във всеки момент от 
дефиниционното му множество. 

Началото на второто направление в изучаването на „скокообразни” процеси 
е поставено от В. Мильман и А. Мышкис в първата половина на шестдесетте 
години на миналия век [19] и [20]. В тези работи са дадени някои общи 
съображения за необходимостта от изучаване на системите с импулсно 
въздействие. Получени са първите резултати за устойчивост на техните решения. 
Непосредствено след първоначалните изследвания на В. Мильман и А. Мышкис 
тази математическа теория се развива от редица украински математици, от които 
ще посочим: А. Самойленко, Н. Перестюк, В. Плотников, С. Борисенко, А. 
Игнатиев, Ю. Роговченко, М. Ахметов, О. Черникова и П. Забрейко ([6], [7], [22], 
[23], [24], [27], [29], [31], [47], [77], [197], [198] и [232]). В началото на осемдесетте 
години и след това се създадоха няколко математически школи, продължаващи 
научните изследвания върху фундаменталната и качествената теория на 
импулсните диференциални уравнения и тяхните приложения. Тук ще посочим 
школите на: M. Pinto ([139], [126] и [185]), J. Nieto ([127], [165], [190] и [193]) и V. 
Lakshmikantham ([163], [164] и [240]). 

 

Най-общо, импулсните уравнения се състоят от три части (виж [52], [191], 
[192], [196], [226] и др.): 
- диференциално уравнение (система уравнения), която описва диферен-
цируемата част на решението и обикновено има вида 

 

( ),
dx

f t x
dt

= , 

       
където функцията f  е непрекъсната в област на променливите t  и x ;   

- условие за последователно определяне на моментите на импулсно въздействие 
върху решението. В най-простия случай импулсните моменти са предварително 
фиксирани. В по-сложния и по-общ случай импулсните моменти са 
последователни решения на уравнение (система уравнения) от вида 

 

( )( ), 0g t x t = , 
 

където функцията g  е дефинирана и непрекъсната в разширеното фазово (или 
само във фазовото) пространство на системата диференциални уравнения, а 

( )x x t=  е решение на същата система; 
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- импулсна функция, която определя големината и посоката на импулсното 
въздействие. Тази функция обикновено има вида 

 

( ) ( )( )0imp impx t I x t+ = , 
 

      където функцията I  е дефинирана и непрекъсната във фазовото пространство 
      на разглежданата импулсна система, а impt  е решение на уравнението от  

      предходната точка. 
 По начина на определяне на моментите на импулсни въздействия 

импулсните диференциални уравнения се разделят на различни класове, от които 
тук ще посочим следните:  
- с фиксирани моменти на импулсно въздействие ([36], [37], [38], [94], [131] и 
др.); 

- с импулсни моменти, съвпадащи с моментите, в които интегралната крива на 
уравнението среща предварително зададени множества, разположени в 
разширеното фазово пространство. Най-често тези множества са непресичащи 
се хиперповърхнини ([64], [71], [93], [95], [97], [129], [130] и др.); 

- с импулсни моменти, съвпадащи с моментите, в които траекторията на  
уравнението среща предварително зададени множества, разположени във 
фазово пространство [48]; 

- с импулсни моменти, съвпадащи с моментите, в които решението  минимизира 
даден функционал [67]; 

- с импулсни моменти, които имат случаен характер и удовлетворяват определен 
закон на разпределение и др. 

 

Решенията на съответните начални задачи за импулсни диференциални 
уравнения са частично непрекъснати функции с точки на прекъсване от първи род, 
в които решенията са непрекъснати отляво. 
 Специфичните особености, свързани с изследването на импулсните 
диференциални уравнения и възникващите трудности при тяхното изучаване, са 
както следва: 
- Прекъснатост на решението: Точките на прекъсване са от първи род, т.е. 

„скокът” е ограничен. Обикновено се предполага, че решението е непрекъснато 
отляво в точките на импулсно въздействие (виж монографиите [28] и [162]); 

- Наличие на ефекта „биене” ([30], [111] и [115]): В този случай, интегралната 
крива или траекторията на уравнението среща многократно (възможно е и 
безбройно много пъти) импулсното множество. Тогава е възможно да се 
достигне до специфична ситуация, при която импулсните моменти да 
притежават точка на сгъстяване и следователно решението да не е продължимо 
надясно от тази точка. Това означава, че решението „загива”. Поради тази 
причина при описаната по-горе ситуация, не може да се изучават различни 
аспекти на качествената теория на този тип уравнения, като например: 
непрекъсната зависимост, периодичност, устойчивост и др.;  

- Загуба на свойството автономност: Ще отбележим, че дори и в случаите, когато 
десните страни на уравненията с импулси не зависят от времето, импулсните 
моменти се получават като решения на уравнения, в които участва решението 
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(което разбира се е функция на времето). Следователно тези моменти зависят от 
времето, включително и от началния момент. Това означава, че решението на 
задачата с импулси (което зависи от импулсните моменти) е съставна функция 
на началния момент. По този начин заключаваме, че то не е автономно; 

- Сливане на решения: Обикновено сливането се осъществява след импулсно 
въздействие; 

- Промяна на импулсните моменти след промяна на началното условие: 
Различните решения на едно и също импулсно уравнение (с начални условия, 
които не съвпадат) имат различни импулсни моменти, включително при едното 
от тези решения е възможно да липсват импулси. При смущения на началното 
условие изходната и смутената задача е възможно да имат разлики и в 
големините и посоките на импулсите; 

- Промяна на импулсните моменти при смущаване на системата: Смущенията на 
системата може да се състоят в промяна на дясната страна, в промяна на 
параметри на уравнението, в промяна на импулсните функции и др. Решението 
на изследваната задача и съответното решение на смутената задача (при едни и 
същи начални условия) в общия случай имат различни импулсни моменти и 
различни по големина и направление импулсни въздействия; 

- Натрупване на грешки: Пертурбациите и неточностите при импулсните 
въздействия се „натрупват” във времето и оказват съществено влияние при 
определяне на поведението на решението. Така например при неограничен брой 
импулси тези пертурбации могат да имат непреодолим характер и да доведат до 
формирането на решения, които се различават неограничено от изучаваното „не 
пертурбирано” решение и др. 
Ще обърнем внимание на факта, че голяма част от известните класически 

резултати, отнасящи се за диференциални уравнения без импулси (виж като пример 
монографиите [4], [26], [140] и [231]), са преформулирани и обобщени за някои от 
споменатите по-горе класове импулсни диференциални уравнения. Така например, 
класическата качествената теория почти изцяло е преформулирана за класа на 
уравненията с предварително фиксирани моменти на импулсни въздействия. Ще 
споменем, че в някои случаи съответните резултати за уравненията с фиксирани 
моменти на импулсно въздействие са тривиално обобщение на известните 
класически теореми, поради което те дори не са отразени в научната литература. От 
друга страна, за някои специални класове импулсни диференциални уравнения 
съответната на класическата качествена теория е все още в начален стадий. Тук, 
като пример ще посочим уравненията с импулсни моменти, които имат случаен 
характер.  

При изследването на импулсните диференциални уравнения възникват 
редица специфични особености, които провокират изучаването на съответните им 
специфични качествени свойства на тяхните решения. Ще припомним резултатите, 
отбелязани по-горе и посветени на явлението „биене”. Те се отнасят за уравнения, 
при които импулсни моменти, съвпадат с моментите, в които съответната 
интегрална крива среща предварително зададени непресичащи се 
хиперповърхнини. Тук ще допълним списъка на специфичните свойства за 
импулсните уравнения от посочения клас, като посочим и работи, посветени на 
изучаването на равномерна устойчивост на решенията им относно изменения в 
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големините на импулсните смущения [116] и относно изменения на импулсните 
хиперповърхнини [71]. При уравненията без импулси такива резултати са лишени 
от смисъл. Ще отбележим, че за споменатия клас уравнения импулсните моменти 
зависят от началното условие на решението. В общия случай тези моменти са 
различни за всяко отделно решение. С други думи, импулсните моменти 
съществено зависят от решението. Това означава, че „близост” между две различни 
решения не може да се очаква в достатъчно малки околности на импулсните 
моменти. Това се дължи на обстоятелството, че в тези околности е възможно 
едното от решенията да е извършило „импулсен скок”, а на другото решение такъв 
скок да предстои.  

Основните цели на дисертационния труд са две:  
1. Въвеждането на нови класове импулсни диференциални уравнения, съответни 
на процеси и явления от практиката.  

2. Изучаването на специфични и характерни само за тях непрекъснати 
зависимости, диференцируемости и устойчивости на решенията. Във всички 
разглеждани в дисертацията импулсни уравнения смущенията са в импулсните 
множества (в частност импулсните моменти) или в големините на импулсните 
функции (големините на импулсните „скокове”).  

3. Получените резултати са приложен върху известни математически модели от 
популационната динамика или фармакокинетиката. Намерените асимптотични 
качества на решенията са интерпретирани в термините на съответните модели. 
Изрично е подчертано, че изследваните свойства на моделите са възможни само 
благодарение на предходните теоретични резултати в дисертационния труд. 

 При следващите разглеждания номерацията на главите, условията, 
дефинициите и теоремите са запазени както в дисертационния труд. 
 

Глава 1. Непрекъсната зависимост и устойчивост на решенията на 
диференциални уравнения с фиксирани моменти на импулси относно 
началното условие и импулсните моменти 
 

Основен обект на изследване в тази глава са нелинейни системи обикновени 
диференциални уравнения с фиксирани моменти на импулсни въздействия. За този 
тип уравнения са изучени понятията непрекъсната зависимост и устойчивост 
относно началното условие и импулсните моменти. Изрично ще подчертаем, че 
тези понятия са специфични за решенията на импулсните системи диференциални 
уравнения и са въведени за първи път тук. Намерени са достатъчни условия, при 
които решенията на тези системи притежават споменатите свойства. Резултатите са 
приложени върху импулсен математически модел от фармакокинетиката. 
 Върху устойчивостта на решенията на различни класове импулсни 
диференциални уравнения относно началното условие са посветени множество 
изследвания. Освен посочените в увода резултати, тук ще отбележим 
допълнително: [137], [175], [228], [230] и [233]. В следващите два параграфа 
изследванията, които се отнасят за непрекъсната зависимост и устойчивост по 
отношение на импулсните моменти, са нови. Импулсният модел от третия параграф 
е взаимстван от [180]. Представените изследвания върху този модел са нови. 
Различни аспекти на динамични импулсни математически модели от фармако-
кинетиката се изучават в [54], [169] и [219]. 
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 В първия параграф на първа глава разглеждаме следната начална задача за 
импулсни диференциални уравнения: 
 

(1.1)                                           ( ), , ,i

dx
f t x t t

dt
= ≠                                                           

(1.2)                                           ( ) ( ) ( )( )0 , 1, 2,...,i i i ix t x t I x t i+ = + =                             

(1.3)                                           ( )0 0 ,x t x=  
 

където: : nf D+ × →� � ; n∈� ; D  е област, nD ⊂� ; it
+∈� ; 0 1 20 ...t t t≤ < < < ; 

: n
iI D →� ; ( ):iId I D D+ →  и 0x D∈ . Тук идентитетът в n

�  е означен с .Id  

 Заедно със задачата (1.1), (1.2), (1.3) ще разгледаме съответната смутена 
задача:  

(1.4)    ( )
*

* *, , ,i

dx
f t x t t

dt
= ≠      

(1.5)    ( ) ( ) ( )( )* * * * * *0 , 1, 2,...,i i i ix t x t I x t i+ = + =    

(1.6)    ( )* * *
0 0x t x= , 

 

където * * *
0 1 20 ...t t t≤ < < <  и *

0x D∈ .        

 Решенията на задачите (1.1), (1.2), (1.3) и (1.4), (1.5), (1.6) означаваме 
съответно с ( )0 0; ,x t t x  и ( )* * *

0 0; ,x t t x . 

  

 Дефиниция 1.1. Ще казваме, че решението на задачата (1.1), (1.2), (1.3) 
зависи непрекъснато от началната точка ( )0 0,t x  и импулсните моменти 1 2, ,...t t , 

ако: 
 

( ) ( ) ( )( )00 , 0 :T t Tε δ δ ε∀ > ∀ > ∃ = >  

( ) [ ]( )* * * *
0 0 0 0 0 0, 0 , , ,t x T D t t x xδ δ∀ ∈ × − < − <  

( )* * * * * * *
1 2 0 1 2 1 1 2 2, ,... , ,..., , ,...t t t t t t t t tδ δ+∀ ∈ < < < − < − <�  

( ) ( ) [ ]* * * *
0 0 0 0 0

0,1,...

; , ; , , , \ ,i i
i

x t t x x t t x t t T t tε
=

⇒ − < ∈ 〈 〉U . 

 

По-нататък ще използваме следните условия: 
H1.1. Функцията , nf C D+ ∈ × � � . 

H1.2. Съществува константа 0fC > , такава че 
 

( )( ) ( ), , ft x D f t x C+∀ ∈ × ⇒ ≤� . 
 

H1.3. Съществува константа 0L > , такава че 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )* * *, , , , ,t x t x D f t x f t x L x x+∀ ∈ × ⇒ − ≤ −� . 



 9 

 

H1.4. Изпълнено е lim i
i

t
→∞

=∞ . 

H1.5. ( )( )* *
0 0,t x D+∀ ∈ × ⇒� задачата без импулси (1.4), (1.6) притежава 

единствено рeшение в интервала )*
0 ,t ∞ . 

H1.6. Функциите , , 1,2,...n
iI C D i ∈ = �  

 

 Основният резултат в параграфа се съдържа в следната теорема: 
 

Теорема 1.2. Нека са изпълнени условията H1.1÷H1.6. 
Тогава решението на задачата (1.1), (1.2), (1.3) зависи непрекъснато от 

началното условие и импулсните моменти 1 2, ,...t t  
 

 Във втория параграф на глава 1 са въведени следните две дефиници: 
 

Дефиниция 1.2. Ще казваме, че решението на задачата (1.1), (1.2), (1.3) е 
устойчиво по отношение на началната точка ( )0 0,t x  и импулсните моменти 

1 2, ,...t t , ако: 
 

( ) ( )( )0 0 :ε δ δ ε∀ > ∃ = >  

( )( )* * *
0 0 0 0, ,t x D x x δ+∀ ∈ × − <�  

* * * * * *
1 2 0 1 2

0,1,...

, ,... , ,..., i i
i

t t t t t t t δ+

=

  
∀ ∈ < < < − <     

∑�  

( ) ( ) [ )* * * *
0 0 0 0 0

0,1,...

; , ; , , , \ ,i i
i

x t t x x t t x t t t tε
=

⇒ − < ∈ ∞ 〈 〉U . 

 

С ( )0 0; ,X t t x  означаваме решението на задачата без импулси (1.1), (1.3). 
 

Дефиниция 1.3. Ще казваме, че системата (1.1) (без импулси) е 
гравитираща с константа κ , ако: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )* * *
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 , ; , ; ,t x x D t t X t t x X t t x x xκ∀ ≥ ∀ ∈ ∀ ≥ ⇒ − < − . 

 

Въвеждаме допълнително следните условия: 
H1.7. Съществуват константи 0iL >  такива, че: 

H1.7.1. ( )
1,2,...

1 i
i

L
=

+ < ∞∏ ; 

H1.7.2. ( ) ( ) ( )* * *, , 1, 2,...i i ix x D I x I x L x x i∀ ∈ ⇒ − ≤ − =
 

H1.8. Съществува константа 0IC >  такава, че 
 

( ) ( )( ) ( )( )* * * *, , 1,2,...i i Ix x D x I x x I x C x x i∀ ∈ ⇒ + − + ≤ − =  
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Основните резултати се съдържат в следните две теореми: 
 

Теорема 1.3. Нека са изпълнени следните условия: 
1. Условията H1.1÷H1.5 и H1.7 са валидни. 
2. Системата (1.1) е гравитираща с константа 1. 
3. Константата 1fC ≤ . 

Тогава решението на задачата с импулси (1.1), (1.2), (1.3) е устойчиво по 
отношение на началната точка ( )0 0,t x  и импулсните моменти 1 2, ,...t t  
 

Теорема 1.4. Нека са изпълнени следните условия: 
1. Валидни са условията H1.1÷H1.5 и H1.8. 
2. Системата (1.1) е гравитираща с константа κ . 
3. Валидни са неравенствата 1I fC C ≤  и 1IC κ ≤ . 

Тогава решението на задачата с импулси (1.1), (1.2), (1.3) е устойчиво 
относно началната точка ( )0 0,t x и импулсните моменти 1 2, ,...t t  
 

 Получените в предходните параграфи резултати са използвани в третия 
параграф на главата при моделирането на процес на лечение.    

Редица болестни състояния се лекуват чрез осъществяване и поддържане на 
терапевтична лекарствена концентрация в кръвта (плазмата) на пациента. Това 
може да се постигне по два основни начина: 
-  чрез непрекъснато подаване на лекарството; 
- чрез прекъснато (импулсно) подаване на лекарството - през определени времеви 
интервали. 

От гледна точка на ефективното лечение непрекъснатото подаване на 
лекарствата е за предпочитане. За съжаление, този начин на лечение е затруднен 
при практическото му реализиране. По-точно, в общия случай е невъзможно 
предписаното лекарство да се подава непрекъснато в продължение на периода на 
лечение на болния (този период може да е с продължителност от няколко седмици 
или месеци). Поради тази причина поддържането на терапевтична лекарствена 
концентрация в кръвта чрез дискретно във времето импулсно подаване на 
лекарството е по-често срещано. Естествено е да се предполага, че обемът на 
дискретно подаденото лекарствено средство е ограничен отдолу, т.е. съществува 
минимално количество от лекарството, което може да се приеме еднократно. При 
този тип лечение лекуващият лекар може да манипулира с два фармакокинетични 
параметъра: размер на еднократната доза на лекарството iD  и дължина на дозовия 

интервал 1iT+ , 1, 2,...i =  По-точно iD  е дозата при i-тото подаване на лекарството, а  

1iT+  е времето между моментите на i -тото и ( )1i + -то подаване на лекарството, 

1, 2,...i =  В случаите, когато дозовите интервали са по-кратки от времето, 
необходимо за пълното елиминиране на лекарството от организма, лекарственото 
средство започва да се натрупва (кумулира). Тази кумулация е полезна за 
лечението на пациента, ако се поддържа в интервал, определен от  минимална и 
максимална плазмени граници, наричани още терапевтични граници (терапевтичен 
прозорец) на концентрацията на лекарството. Фармакокинетичният модел на този 
тип лечение се състои в избора на подходяща дозова схема на лечението, 
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гарантираща поддържането на концентрацията на лекарството в рамките на 
терапевтичния прозорец. 

Въвеждаме следните ограничения и означения: 
1. Организмът се представя чрез един компартимент с обем dV , в който 
лекарственото средство се разпределя. Възможно е концентрацията на лекарството 
да е различна в различните части на организма. За удобство, по-нататък ще 
предполагаме, че съотношението между нивата на лекарствената концентрация във 
всяка част на организма в периода на лечението е постоянно. Това означава, че 
всяка промяна в плазмената концентрация рефлектира в строго определена 
съответна количествена промяна в тъканните концентрации; 
2. Началният момент на лечението означаваме с 0t ; 

3. Времетраенето от началния момент на лечение 0t  до първия момент 1t , в който 

се внася лекарствено средство с обем 1D , означаваме с 1T , т.е. изпълнено е 

1 0 1t t T= + ; 

4. Дозата iD  от лекарственото средство се внася директно в компартимента в 

момента 1 0
1,2,...,

i i i j
j i

t t T t T−
=

= + = + ∑ , 1, 2,...i = ; 

5. Елиминирането на лекарството протича със скорост, която е пропорционална на 
моментното му количество в организма, т.е. разглежда се като процес от първи 
порядък, характеризиращ се със скоростна константа K . Последната константа е 
сума от константата на метаболизиране mK  и константата на екстрекция на 

непромененото лекарство eK . Валидно е равенството m eK K K= + ; 

6.  Означаваме с ( )A t  количеството лекарствено средство в организма в момента 

0t t≥ . В общия случай, количеството на  това вещество, което се намира в цялото 
тяло на пациента в произволен момент, не може да бъде определено 
експериментално. В действителност се определя концентрацията на лекарственото 
средство в някои от биологичните течности (най-често в кръвта). За 
математическото моделиране на процеса на лечението е удобно да се въведе 
обемът, в който се разпределя лекарственото средство. Тази величина, наречена 
обем на разпределение, означаваме с dV  и е дефинирана така, че е изпълнено 
равенството 

 

( ) ( )
0,

d

A t
C t t t

V
= ≥ , 

 

където ( )C t  е концентрацията на лекарството, измерена в кръвта или по-общо в 

плазмата. Ще отбележим, че обемът на разпределение няма физиологичен смисъл. 
Можем да считаме, че това е фиктивен обем, в който ако се разпредели равномерно  
лекарството в количество ( )A t , то ще е в концентрация ( )C t , измерена в плазмата. 

В действителност част от лекарството се свързва с плазмените и тъканните 
протеини, поради което неговото разпределение не е равномерно. Поради тази 
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причина, обемът на разпределение е възможно да е различен от обема на телесните 
течности; 
7. В началния момент 0t  ще предполагаме, че лекарствената концентрация е 0C . В 

някои случаи се приема, че 0 0C = . 
  Математическият модел на идеализирания по-горе процес се описва в [63] с 
помощта на следната начална задача за импулсно диференциално уравнение: 
 

(1.7)    , ,i

dC
KC t t

dt
= − ≠  

(1.8)    ( ) ( )0 , 1, 2,...,i
i i

d

DC t C t iV+ = + =  

(1.9)    ( )0 0 .C t C=  
 

 Решението на горната задача се получава сравнително тривиално: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
0,1,...,

exp
exp exp , , 0,1,...j j i i i

j id

Kt
C t D Kt C Kt t t t i

V +
=

−
= = − < ≤ =∑ , 

 

където 
 

( )
0,1,...,

1
expi j j

j id

C D Kt
V =

= ∑  и 0 0 dD C V= . 

 

 За да приложим към модела (1.7), (1.8), (1.9), получените основни резултати 
в предходните два параграфа, допълнително ще предполагаме, че дозовите 
интервали iT  са ограничени отдолу, т.е. съществува положителна константа t∆  
такава, че 
 

1 1 , 0,1,...i i i tt t T i+ +− = ≥ ∆ = . 
 

Може да се провери, че условията на теорема 1.2 са изпълнени и 
следователно решението на задачата (1.7), (1.8), (1.9) зависи непрекъснато от 
началната точка и импулсните моменти. Този факт има следното тълкуване: 

Концентрациите на лекарствените средства в тялото на пациента при две 
различни схеми на лечение са приблизително равни, ако са изпълнени следните 
условия: 
- Схемите на лечение са приложени към един и същи пациент; 
- Манипулационният период (периодът, през който се приемат лекарствени 
средства) е ограничен; 
- Концентрациите на лекарствата в началния момент на лечението при двете схеми 
на лечение се различават несъществено; 
- Началните моменти на лечението и при двете схеми приблизително съвпадат; 
- Дозировките при всеки дискретен лекарствен прием и при двете схеми на лечение 
са равни; 
- Дозовите интервали (интервалите между два последователни момента на 
лекарствен прием) са ограничени отдолу; 
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- Моментите на прием на лекарството в двете схеми на лечение са приблизително 
едни и същи. 
 Може да се покаже, че уравнението (1.7) е гравитиращо с константа 1. 
Означаваме ( ) ( ),f t C f C KC= =− . Тогава: 
 

( ) max, ff t C KC KC C= − ≤ = . 
 

Ако допълнително се установи, че решението ( )C C t=  е ограничено отгоре от 

константата max
1C K= , то непосредствено се вижда, че 1fC ≤  и следователно 

решението на задачата (1.7), (1.8), (1.9) е устойчиво относно началните данни и 
импулсните моменти. Тълкуването на този факт е подобно на направеното по-горе 
с тази разлика, че манипулационният период може да не е ограничен. 

Тривиално се проверява, че оценката ( ) max
1C t C K≤ ≤  е валидна, ако са 

изпълнени неравенствата: 
 

( )0
1 , exp 1, 1,2,...i

i
d

KD
C KT iK V

≤ − + ≤ =  

 

Глава 2. Непрекъсната зависимост и диференцируемост на решенията на 
диференциални уравнения с фиксирани моменти на импулси относно 
началното условие и импулсните смущения  
 

 Основен обект на изследване във втората глава на дисертацията e началнa 
задачa за нелинейни системи диференциални уравнения с фиксирани моменти на 
импулсно въздействие. В първия параграф на главата са намерени достатъчни 
условия, при които решенията на разглежданата система са непрекъснато зависими 
по отношение на импулсните смущения. В следващия параграф е изучен въпросът 
за диференцируемост на решенията на описаната по-горе задача относно 
импулсните пертурбации. Изучената непрекъсната зависимост и диференци-
руемост са специфични за решенията на импулсните системи диференциални 
уравнения и са въведени за първи път тук. Накрая, получените резултати са 
приложени върху импулсен логистичен модел от популационната динамика. 
 Върху непрекъснатата зависимост на решенията на различни класове 
импулсни диференциални уравнения относно началните условия са посветени 
множество изследвания. Тук ще отбележим: [22], [28], [46], [87], [113] и [144]. В 
първия параграф на главата резултатите, които се отнасят за непрекъсната 
зависимост относно големините на импулсните пертурбации, са нови. Върху 
диференцируемост на решенията на импулсни диференциални уравнения относно 
началното условие и параметър са посветени работите [114] и [203]. Изследванията 
във втория параграф на главата са посветени на диференцируемост относно 
импулсните смущения и са представени за първи път тук. Импулсният логистичени 
модел от третия параграф на същата глава е обект на редица научни интереси, 
списъкът на които (освен споменатите резултати в увода) можем да допълним още 
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със следните работи: [98], [125], [128], [140], [172], [218] и [238]. Изследванията 
върху този модел са нови. 

По-конкретно, в тази глава се изучава следната начална задача за импулсни 
диференциални уравнения: 
 

(2.1)                                           ( ), , ,i

dx
f t x t t

dt
= ≠                                                           

(2.2)                                           ( ) ( ) ( )( )0 , , 1, 2,...,i i i i ix t x t I x t iµ+ = + =                             

(2.3)                                           ( ) ( )0 00 ,x I µ=   
                                                                        
където: 0 1, ,...µ µ  са реални параметри, ( )0 1 1 2, ,... ,m m Mµ µ ∈ = ⊂ � ; 

: nf D+ × →� � ; n∈� ; D  е област, nD ⊂� ; 0 1 20 ...t t t= < < < ; : n
iI D M× →� ; 

( ):iId I D M D+ × →  и 0 :I M D→ . Тук Id  е идентитета в 
n M×� .  

  

При всеки избор на параметрите 0 1, ,... Mµ µ ∈  решението на разглежданата 

задача ще означаваме с ( )0 1; , ,...x t µ µ . Изпълнено е:  

- При 10 t t≤ ≤  решението зависи от началното условие, т.е. зависи от параметъра 

0µ . Също така изследваното решение в посочения по-горе интервал не зависи от 

импулсните функции 1 2, ,...I I , т.е. не зависи от параметрите 1 2, ,...µ µ  Имаме 
 

( ) ( )0 1 0; , ,... ;x t x tµ µ µ= . 
 

- При 1i it t t +< ≤ , 1,2,...i = , решението зависи от началното условие, а също така и от 

импулсните функции 1 2, ,... iI I I . Разглежданото решение не зависи от останалите 

импулсни функции 1 2, ,...i iI I+ + , т.е. можем да запишем 
 

( ) ( )0 1 0 1; , ,... ; , ..., ix t x tµ µ µ µ µ= . 
  

 Въведени са следните дефиниции: 
 

Дефиниция 2.1. Нека при 1i it t t +< ≤  съществува крайната граница 
 

( ) ( )
*
0 0

*
0 1 0 1lim ; , ,..., ; , ,...,i ix t x t

µ µ
µ µ µ µ µ µ

→
= , 1,2,...i =  

  
Тогава ще казваме, че решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) зависи 

непрекъснато от началната точка ( )0 0I µ . 
 

Дефиниция 2.2. Нека при 1i it t t +< ≤  съществува крайната граница 
  

( ) ( )
*

*
0 1 1 1 0 1 1 1lim ; , ,..., , , ,..., ; , ,..., , , ,...,

j j
j j j i j j j ix t x t

µ µ
µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ− + − +

→
= , , 1,...i j j= +  
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 Тогава ще казваме, че решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) зависи 
непрекъснато от импулсната функция jI . 
 

 Целта на разглежданията в настоящия параграф е да се посочат достатъчни 
условия за непрекъсната зависимост на решението на началната задача (2.1), (2.2), 
(2.3) по отношение на началната точка ( )0 0I µ  и импулсните функции , 1,2,...jI j =

 
 

За целта щe използваме следните условия: 
Н2.1. Функцията , nf C D+ ∈ × � � . 

Н2.2. Валидна е границата lim i
i

t
→∞

=∞ . 

Н2.3. За всяка точка ( )0 0,t x D+∈ ×�  уравнение (2.1) с начално условие ( )0 0x t x=  

притежава единствено решение, дефинирано в интервала [ )0 ,t ∞ . 

Н2.4. Съществува константа 0L > , такава, че 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )* * *, , , , ,t x t x D f t x f t x L x x+∀ ∈ × ⇒ − ≤ −� . 
 

Н2.5. Функцията 0 , nI C M ∈  �  и функциите , , 1,2,...n
iI C D M i ∈ × = �

 
  

Основен резултат в първия параграф на втора глава е следната теорема: 
 

Теорема 2.2. Нека са изпълнени условията H2.1÷ H2.5. 
Тогава решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) зависи непрекъснато от 

началната точка ( )0 0I µ  и импулсните функции , 1,2,...jI j =  
 

В следващия параграф на главата отново се изучава задачата (2.1), (2.2), 
(2.3). Валидни са следните дефиниции: 
 

Дефиниция 2.3. Нека при 1i it t t +< ≤  съществува крайната граница 
 

( ) ( )( )*
0 0

*
0 1 0 1*

0 0

1
lim ; , ,..., ; , ,...,i ix t x t

µ µ
µ µ µ µ µ µ

µ µ→
−

−
, 1,2,...i =  

  

Тогава решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) е диференцируемо относно 

началната точка ( )0 0I µ . 
 

Дефиниция 2.4. Нека при 1 ,i it t t +< ≤  , 1,...i j j= + , съществува крайната 

граница 
 

( ) ( )( )*

*
0 1 1 0 1 1*

1
lim ; ,..., , , ,..., ; ,..., , , ,...,
j j

j j j i j j j i
j j

x t x t
µ µ

µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ
µ µ − + − +

→
−

−
 

 

Тогава решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) е диференцируемо относно 
импулсната функция jI . 
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Основната цел на този параграф е да се намерят достатъчни условия за 
диференцируемост на решението на началната задача (2.1), (2.2), (2.3) по 
отношение на началната точка ( )0 0I µ  и импулсните функции , 1,2,...jI j =  

По-нататък с ( )n n×� �  означаваме множеството от квадратните матрици от 

ред n . Ако векторът nx∈�  и матрицата n nA∈ ×� � , то съответно с x  и A  ще 

означаваме произволни съгласувани норми на този вектор и матрица 
Въвеждаме следните условия: 

H2.6. Матричната функция ( ), n nf
C D

x
+∂  ∈ × × ∂

� � �  . 

H2.7. Съществува константа 0,F >  такава че за всяко ( ),t x D+∈ ×�  е изпълнено 

неравенството 
 

( ),f t x F
x

∂ ≤
∂

. 

 

H2.8. Изпълнено е: 

H2.8.1. Началната функция 1
0 , nI C M ∈  � ; 

H2.8.2. Векторната функция , ,niI C D M
µ

∂
 ∈ × ∂

�  1,2,...;i =  

 H2.8.3. Матричната функция ( ), n niI C D M
x

∂  ∈ × × ∂
� � , 1, 2,...i =  

 

Доказана е следната теорема: 
 

Теорема 2.3. Нека са изпълнени условията H2.1÷ H2.8. 
Тогава: 

1. Решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) е непрекъснато диференцируемо 

относно началната точка ( )0 0I µ  (т.е. по параметъра 0µ ) , а също така 

решението е непрекъснато диференцируемо относно импулсните функции jI  (т.е. 

по параметъра jµ ), 1,2,...j =  

2. При 0 1t t t< ≤  производната ( )0
0

;x t µ
µ
∂

∂
 удовлетворява началната задача 

 

( ) ( )( ) ( )0 0 0
0 0

; , ; . ;
d

x t f t x t x t
dt x

µ µ µ
µ µ

   ∂ ∂ ∂=   ∂ ∂ ∂   
, 

 

( ) ( )0 0 0 0
0

;x t Iµ µ
µ µ
∂ ∂=

∂ ∂
. 
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3. При 1j jt t t +< ≤ , 1,2,...j = , производната ( )0 1; , ,..., j
j

x t µ µ µ
µ
∂

∂
 удовлетворява 

началната задача 
 

( ) ( )( ) ( )0 1 0 1 0 1; , ,..., , ; , ,..., . ; , ,...,j j j
j j

d
x t f t x t x t

dt x
µ µ µ µ µ µ µ µ µ

µ µ
   ∂ ∂ ∂=      ∂ ∂ ∂   

, 

       

( ) ( )( )0 1 0 1 1; , ,..., ; , ,..., ,j j j j j j
j

x t I x tµ µ µ µ µ µ µ
µ µ −
∂ ∂=

∂ ∂
. 

 

4. При 1j i it t t t +< < ≤ , 0,1,...j = , производната ( )0; ,..., ,...,j i
j

x t µ µ µ
µ
∂

∂
 удовлетворява 

началната задача 
 

( ) ( )( ) ( )0 0 0; ,..., ,..., , ; ,..., ,..., . ; ,..., ,..., ,j i j i j i
j j

d
x t f t x t x t

dt x
µ µ µ µ µ µ µ µ µ

µ µ
   ∂ ∂ ∂=      ∂ ∂ ∂   

  

    

         
( ) ( )0 1 0 1; ,..., ,..., ; ,..., ,...,i j i i j i

j j

x t x tµ µ µ µ µ µ
µ µ + −
∂ ∂=

∂ ∂  

( )( ) ( )1 0 1 0 1; ,..., ,..., , ; ,..., ,..., .i i j i i i j i
j

I x t x t
x

µ µ µ µ µ µ µ
µ+ − −

∂ ∂+
∂ ∂

 

 

Като илюстриращ пример в последния параграф на глава 2 се разглежда 
динамичното развитие на изолирана популация, подложена на външно импулсно 
въздействие. Обикновено това въздействие се изразява в отнемането или (по-рядко) 
в прибавянето на определени количества биомаса от изследваната популация. 
Естествено е да се предполага, че количеството биомаса, което се отнема или 
прибавя при всяко отделно външно въздействие, е ограничено отдолу. Освен това 
диапазона, в който популацията се възстановява, т.е. времетраенето между два 
съседни импулсни моменти е също ограничено отдолу. Адекватен математически 
модел на такива процеси е импулсното логистично уравнение. Съответната начална 
задача има вида: 

 

(2.4)   ( ) , i

dN r
N K N t t

dt K
= − ≠ , 

(2.5)   ( ) ( ) ( )( )0i i i i iN t N t p N t µ+ = − + , 1, 2,...,i =  

(2.6)   ( ) 00N µ= , 
 

където: 
- ( )N N t=  е количеството биомаса в момента 0t ≥ ; 

- 1 2, ,...t t  са моментите, в които се осъществяват импулсните въздействия, 

1 20 ...t t< < < ; 
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- ( ) 0K K t= >  е капацитетът на обкръжаващата среда (нивото на насищане); 

- ( ) 0r r t= >  е репродуктивният потенциал на популацията; 

- 0 1 0, ,... , 0 ;Kµ µ µ∈ < <�  

- 1 2, ,... , 0 1, 1,2,...;ip p p i∈ < < =�  

- 0N  e количеството на биомасата в началния момент 0t = , 00 N K< < . 
 При някои допълнителни естествени огрсничения се установява, че 
получените в предходния параграф основни резултати са валидни за импулсния 
логистичен модел.  

Съответното тълкуване на резултатите е както следва. Да разгледаме две 
еднотипни изолирани популации (видове), които се подчиняват на един и същи 
логистичен закон на развитие. Нека допустимите разлики в динамиката на развитие 
на тези популации са в началното количество на биомасите им и (или) в 
големините на импулсните отнемания или добавяния на биомаси към тях. Ще 
припомним, че тези външни импулсни интервенции се осъществяват в едни и същи 
моменти. Нека за удобство едната популация се нарича регулярна, а другата 
смутена. Тогава са в сила следните твърдения: 
1. Количествата на биомасите в регулярната и смутената популации няма да се 
различават съществено за ограничен период от време при наличие на „малки” 
разлики в изходните количества на биомасите в двата „експеримента”. Също така 
разликите в биомасите на тези две популации са „контролируемо малки” и при 
допускане на „малки” разлики в големините на импулсните отнемания (или 
добавяния) на биомаси.  
2. Количеството на биомасата в регулярния логистичен импулсен вид, подчинил 
развитието си на посочения по-горе модел, зависи гладко от началното количество 
на биомасата и големините на импулсните отнемания (добавяния). 
 

Глава 3. Непрекъсната зависимост на решенията на диференциални 
уравнения с нефиксирани моменти на импулси относно началното условие и 
бариерните криви  
 

 Основен обект на изследване в тази глава са нелинейни диференциални 
уравнения с нефиксирани моменти на импулсно въздействие. Импулсните моменти 
съвпадат с моментите, в които интегралната крива среща някоя от така наречените 
“бариерни криви”. В първия параграф на главата за споменатия тип уравнения са 
намерени достатъчни условия, при които решението е непрекъснато зависимо по 
отношение на пертурбации, свързани с началното условие и бариерните криви. 
Споменатите по-горе понятия: бариерни криви и непрекъсната зависимост на 
решенията по отношение на тях се въвеждат за първи път тук. В следващия 
параграф получените резултати са приложени към математически модел от 
популационната динамика, по-точно към импулсния модел на Gompertz. 
 В последните години импулсните диференциални уравнения с променливи 
моменти на импулсно въздействие предизвикват сериозен научен интерес във 
връзка с тяхните многобройни приложения. Тук ще посочим следните резултати: 
[96], [100], [103], [112], [119], [120], [128] и [224]. На импулсния модел на Gompertz 
от популационната динамика са посветени множество изследвания, най-новите от 
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които са: [99], [151],  [107] и [223]. Получените резултати в първия и втория 
параграф на тази глава са нови. 
 

 По-конкретно в настоящата глава се изучава следната начална задача за 
нелинейни импулсни диференциални уравнения от първи ред: 
 

(3.1)                                          ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,
dx

f t x t x t t
dt

χ χ= < <                                      

(3.2)                                          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 10 , ,x t x t I t x t x t tχ+ = + = , 

(3.3)                                         ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 20 , ,x t x t I t x t x t tχ+ = + = , 

(3.4)                                          ( )0 0 ,x t x=                                                                          
 

където: :f D →� ; ( ) ( ) ( ){ }1 2, ; 0,D t x t t x t= ≥ Χ < < Χ ; [ )1 2 1 2, , , : 0,χ χ Χ Χ ∞ →� ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 , 0t t t t tχ χΧ < < <Χ ≥ ; 1:I D +→� ; 2 : ;I D −→�  ( ) ( )( )( )1 1 1,t I t tχ χ+  

( )2 tχ<  и ( ) ( )( )( ) ( )2 2 2 1,t I t t tχ χ χ+ >  при 0t ≥ ; 0 0t ≥  и ( ) ( )1 0 0 2 0t x tχ χ< < . 
  

Разглеждаме следните криви: 
 

( ) ( ){ }1 1, ; , 0t x x t tγ χ= = ≥  и ( ) ( ){ }2 2, ; , 0t x x t tγ χ= = ≥ , 
 

които по-нататък ще наричаме бариерни криви, а съответните функции 1χ  и 2χ  ще 
наричаме бариерни функции. Естествено е да предполагаме, че бариерните 
функции са непрекъснати в дефиниционната си област. Ще отбележим, че е 
възможно при 0t ≥  интегралната крива на задачата (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) да 
срещне някоя от кривите 1γ  или 2γ . Нека тези срещи се реализират последователно 

в моментите 1 2, ...t t , за които са валидни неравенствата 0 1 20 ...t t t≤ < < . Тези 

моменти се наричат импулсни моменти. Решението на разглежданата задача е по 
части непрекъсната функция. Имаме: 

1. При 0 1t t t≤ ≤  решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) е идентично с 
решението на задачата (без импулси) (3.1), (3.4); 

2. Ако ( ) ( )1i ix t tχ= , то при 1i it t t +< ≤ , 1,2,...i = , решението на задачата (3.1), 

(3.2), (3.3), (3.4) съвпада с решението на уравнение (3.1) с начално условие 
 

(3.5)    ( ) ( ) ( )( )10 ,i i ix t Id I t x t+ = + , 
 

където Id  е идентитетът в D ; 

 3. Ако ( ) ( )2i ix t tχ= , то при 1i it t t +< ≤ , 1,2,...i = , решението на изучаваната 

задача е идентично с решението на уравнение (3.1) с начално условие 
 

(3.6)    ( ) ( ) ( )( )20 ,i i ix t Id I t x t+ = + . 
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Равенствата (3.5) и (3.6) ще наричаме импулсни смущения (пертурбации). 

Решението на изучаваната задача ще означаваме с ( )0 0; ,x t t x . Ще предполгаме, че 

са валидни следните неравенства: 
 

( ) ( ) ( )1 0 0 2 0; , , .t x t t x t t tχ χ≤ ≤ ≥  
 

 Заедно с изходната задача разглеждаме и съответната смутена начална 
задача: 
 

(3.7)                                          ( ) ( ) ( ) ( )
*

* * * *
1 2, , ,

dx
f t x t x t t

dt
χ χ= < <                                    

(3.8)                                          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * *
1 10 , ,x t x t I t x t x t tχ+ = + = , 

(3.9)                                          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * *
2 20 , ,x t x t I t x t x t tχ+ = + = , 

(3.10)       ( )* * *
0 0 ,x t x=  

 

където: [ )* *
1 2, : 0,χ χ ∞ →� ; ( ) ( ) ( ) ( )* *

1 1 2 2 , 0t t t t tχ χΧ < < <Χ ≥ , ( ) ( )( )( )* *
1 1 1,t I t tχ χ+

 
( )*

2 tχ< , 0t ≥ ; ( ) ( )( )( ) ( )* * *
2 2 2 1,t I t t tχ χ χ+ > , 0t ≥ ; *

0 0t ≥  и ( ) ( )* * * * *
1 0 0 2 0t x tχ χ< < . 

Нека моментите, в които интегралната крива на пертурбираната задача (3.7), 
(3.8), (3.9), (3.10) среща последователно някоя от бариерните криви: 

 

( ) ( ){ }* *
1 1, ; , 0t x x t tγ χ= = ≥  или ( ) ( ){ }* *

2 2, ; , 0 ,t x x t tγ χ= = ≥  
 

са * *
1 2, ,...t t  Валидни са неравенствата 

* * *
0 1 20 ...t t t≤ < < < . Ясно е, че пертурбациите в 

смутената задача са свързани както с началната точка, така и с бариерните 
функции. Решението на задачата (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) ще означаваме с 

( )* * *
0 0; ,x t t x . Въвеждаме означението ( )*B tη  ( )* *,t tη η= − + . 

 Дадена е следната дефиниция. 
 

Дефиниция 3.1. Ще казваме, че решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3), 
(3.4) зависи непрекъснато от началната точка ( )0 0,t x  и бариерните функции 1χ  и 

2χ , ако: 
 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 , , 0 :T Tε η δ δ ε η∀ > ∀ > ∀ > ∃ = >

( )( )* * * *
0 0 0 0 0 0, ,t t t x x xδ δ+∀ ∈ − < ∀ ∈ − <� �

[ ]( ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 * *
1 2 1 1 2 2, 0 , , , ,C T t t t tχ χ χ χ δ χ χ δ ∀ ∈ − < − < � при [ ])0,t T∈  

( ) ( ) [ ] ( )* * *
0 0 0 0 0

0,1,...

; , ; , , , \ i
i

x t t x x t t x t t T B tηε
=

⇒ − < ∈ U . 

 

Въведени са условията: 
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Н3.1. Функцията [ ],f C D∈ �  и съществува положителна константа fC  такава, 

че за всяка точка ( ),t x D∈  е изпълнено неравенството 

  

( ), ff t x C≤ . 
 

Н3.2. Функциите 1 2 1 2, , , ,X X Cχ χ + ∈  � �  и за всяко 0t ≥  са валидни неравенст-

вата 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 .t t t tχ χΧ < < < Χ  
 

Н3.3. Съществуват положителни константи χ∆ , 
1

Lχ  и 
2

Lχ  
такива, че: 

H3.3.1. За всяко 0t ≥  е изпълнено неравенството 
 

( ) ( )2 1t t χχ χ− ≥ ∆  ; 
 

H3.3.2. За всеки две точки ', ''t t +∈�  е валидно неравенството 
 

( ) ( )
11 1'' ' '' 't t L t tχχ χ− ≤ −  ; 

 

H3.3.3. За всеки две точки ', ''t t +∈�  е изпълнено неравенството 
 

( ) ( )
22 2'' ' '' 't t L t tχχ χ− ≤ −  . 

 

Н3.4. Функциите 1 1:I γ +→� , 2 2:I γ −→�  и съществуват положителни 

константи *I  и *I , *
*0 1I I< < < , такива, че за всяко t +∈�  имаме: 

 

( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

1 1 2 2* *
* *

2 1 1 2

, ,
,

I t t I t t
I I I I

t t t t

χ χ
χ χ χ χ

≤ ≤ ≤ ≤
− −

. 

 

Н3.5. За всяка точка ( )', 't x D∈  уравнението (3.1) с начално условие ( )' 'x t x=  

притежава единствено решение, дефинирано при 0t ≥ . 

Н3.6. Функциите 1
1 2, ,Cχ χ + ∈  � � . 

Н3.7. Изпълнени са следните неравенства: 
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 2, , , , 0
d d

f t t t f t t t t
dt dt

χ χ χ χ< > ≥ . 

 

Н3.8. Функциите 1 ,I C D + ∈  �  и 2 ,I C D − ∈  � . 
    

Валидна е основната теорема: 
 

Теорема 3.3. Нека е изпълнено: 
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1. Валидни са условията H3.1÷ H3.8. 
2. Изпълнени са неравенствата ( ) ( )1 0 0 2 0t x tχ χ< < . 

Тогава решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) зависи непрекъснато 
относно началната точка ( )0 0,t x  и бариерните функции 1χ  и 2.χ  

 

Приложения на горната теорема са дадени във втория параграф на глава 3. 
Редица изолирани популации се развиват оптимално (в определен смисъл: 

например, тяхният растеж е сравнително по-интензивен), ако количеството на  
биомасата им се поддържа в определени граници. Обикновено тези количествени 
ограничения са в тясна зависимост от хранителните запаси, жизнената среда, 
вътрешновидовата конкуренция и др. За да се поддържа биомасата на популацията 
в тези оптимални граници е възможно да се осъществяват външни, дискретни 
въздействия, които се състоят в отнемане или прибавяне на биомаса към нея. Една 
от възможностите е времетраенето на тези външни въздействия да е пренебрежимо 
малко в сравнение с общата продължителност на процеса на развитието на 
разглеждания изолиран вид. При този вариант на поддържане на оптималните 
граници на биомасата на популацията, въздействията се извършват мигновено под 
формата на импулси. Естествено е да се предполага, че импулсните въздействия, 
състоящи се в прибавяне или отнемане на определени количества биомаса, се 
осъществяват при достигане на количеството на биомасата до предварително 
фиксирани граници, ограничаващи оптималните количества на биомасата. Може да 
се приеме, че в общия случай тези гранични количества не са фиксирани, а зависят 
от времето. 

 Адекватен математически модел на такива процеси е импулсното 
уравнение на Gompertz. Съответната начална задача има вида: 

 

(3.11)   ( ) ( )1 2ln ,
dN

N r N N t
dt

γ χ χ= − < < ,  

(3.12)   ( ) ( ) ( )( ) ( )1 10 , , ,N t N t I t N t N t χ+ = + =  

(3.13)   ( ) ( ) ( )( ) ( )2 20 , , ,N t N t I t N t N t χ+ = + =  

(3.14)   ( ) 00N N= , 
 

където: 
- ( )N N t=  е количеството биомаса в момента 0t ≥ ; 

- 0r const= >  е репродуктивният потенциал на популацията; 

- 0constγ = >  е специфичен за вида коефициент на вътрешновидовата конкуренция 
(коефициент на вътрешновидово равновесие); 
- ( )1 1 0t constχ χ= = >  и ( )2 2 0t constχ χ= = >  са съответно долна и горна бариерни 

функции (константи), определящи оптималните гранични стойности на 
количеството на биомасата. С други думи, биомасата ( )N N t=  на изолирания вид, 

чиято динамика на развитие се описва с импулсната задача (3.11), (3.12), (3.13), 
(3.14), е оптимална, ако  са валидни ограниченията 
 



 23 

( )1 2, 0N t tχ χ≤ ≤ ≥ ; 
 

- Ще предполагаме, че са изпълнени неравенствата 
 

( )1 20 exp .rχ χ γ< < <
 

 

Ще обърнем внимание на факта, че константите 1 0X =  и ( )2 exp rX γ=  са нули на 

дясната страна на уравнението (3.11) и следователно те са особени решения. Ясно е 
че тези решения са недостижими, ако началната точка е между тях; 
- ( )1 1 , 0I I t N const= = >  е големината на импулсното добавяне на биомаса при 

достигане на долната бариерна стойност. Предполагаме, че е изпълнено 

1 2 10 I χ χ< < − ; 

- ( )2 2 , 0I I t N const= = <  е големината на импулсното отнемане на биомаса при 

достигане на горна бариерна стойност. Имаме 1 2 2 0Iχ χ− < < ; 

- 0N  e количеството на биомасата в началния момент 0t = . Валидни са 

неравенствата 1 0 2Nχ χ< < . 
В горния модел се извършват дискретни въздействия в моментите, в които 

биомасата на разглежданата изолирана популация се изравни с някое от бариерните 

количества. Ако в момента it  е изпълнено ( ) 1iN t χ= , то големината на импулсното 

въздействие съвпада с ( )( )1 1, 0i iI t N t I= >  и в този момент имаме дискретно 

добавяне на биомаса. Ако в момента it  е изпълнено ( ) 2iN t χ= , то големината на 

импулсното въздействие съвпада с ( )( )2 2, 0i iI t N t I= <  и в този момент имаме 

дискретно отнемане на биомаса, 1, 2,...i =  Целта на тези дискретни интервенции е 
да се поддържа биомасата в оптимални граници, т.е. за всяко 0t ≥  да е изпълнено 

( )1 2N tχ χ≤ ≤ .  

Тъй като стойностите на фазовата променлива ( )N N t=  са между 
бариерните функции (в случая между бариерните константи), то дясната страна на 
уравнението (3.11) е положителна. Тогава количеството на биомасата в модела на 
Gompertz нараства между два съседни импулсни моменти. Следователно, 
единствено горната бариерна константа е достижима, т.е. в разглеждания модел се 
извършват само дискретни отнемания в моментите, в които количеството на 
биомасата на изучаваната изолирана популация се изравни с горното бариерно 
количество 2χ .  

В резултат на направени допълнителни естествени допускания се 
установява, че условията Н3.1 ÷ Н3.8 са удовлетворени от изучавания импулсен 
модел на Gompertz (3.11), (3.12), (3.13), (3.14). Следователно резултатите, получени 
в предходния параграф на настоящата глава, са валидни за него. Това означава, че: 
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1. Изолираният биологичен вид, развитието на който е подчинено на импулсния 
модел на Gompertz, съгласно теорема 3.1, продължава своето съществуване 
неограничено дълго време; 
2. Лесно се съобразява, че горната бариерна константа се достига от решението на 
импулсния модел на Gompertz безбройно много пъти. Ако моментите на тези 
срещи са 1 2, ,...t t , то съгласно теорема 3.1 е изпълнено lim i

i

t
→∞

=∞ .  

3. Ако променим незначително както количеството на биомасата 0N  в началния 

момент 0 0t = , така също и стойностите на долната и горна бариерни константи, то 
новополученият импулсен модел ще наричаме смутен. Съгласно теорема 3.3 
количествата на биомасите в регулярния модел и в смутения модел, пресметнати за 
един и същи момент, няма да се различават съществено, ако периодът от време, в 
който се извършват замерванията, е ограничен. Такава „близост” между 
количествата на биомасите на двете популации няма за сравнително „малки” 
интервали от време, разположени между съответните за двата модела моменти на 
импулсни въздействия.  
 

Глава 4. Орбитална Хаусдорфова непрекъсната зависимост на решенията на 
автономни диференциални уравнения с нефиксирани моменти на импулси 
относно началното условие и импулсните смущения  
 

 Основен обект на изследване в тази глава са импулсни нелинейни 
автономни системи диференциални уравнения. Импулсните моменти са 
нефиксирани. По-точно, импулсите се осъществяват, когато траекторията на 
разглежданата начална задача пресича така нареченото „импулсно множество”, 
разположено във фазовото пространство на системата. Тук ще предполагаме, че 
импулсното множество е гладка повърхнина. В първия параграф на главата за този 
тип задачи е въведено понятието орбитална Хаусдорфова непрекъсната зависимост 
по отношение на началната точка и импулсните смущения. Намерени са 
достатъчни условия, при които решенията притежават това свойство. Във втория 
параграф на главата, получените теоретични резултати, са приложени за импулсен 
математически модел на Лотка-Волтера, описващ еволюционната динамика на 
съобщество от тип хищник-жертва, което е подложено на кратковременни външни 
въздействия. 

Първите работи, посветени на импулсни уравнения с използване на 
Хаусдорфова метрика, са на B. Ahmad и S. Sivasundaram [41] и [39]. На споменатия 
по-горе импулсен модел на Лотка-Волтера са посветени редица изследвания, от 
които тук ще посочим следните: [45], [102], [109], [121], [123], [138], [142], [149], 
[153], [167], [168], [170], [171], [173], [176], [177], [178], [199], [201], [225], [235] и 
[241]. Изследванията в главата са нови.  

В първия параграф на главата се изследва следната начална задача: 
 

(4.1)                                           ( ) ( )( ), 0
dx

f x x t
dt

ϕ= ≠ ,                                                          

(4.2)                                           ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 , 0x t x t I x t x tϕ+ = + = ,                            

(4.3)                                           ( ) 00 ,x x=                                                                          
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където: : nf D →� ; :Dϕ →� ; , 2n n∈ ≥� ; D  е област от n
� ; 0x D∈ . 

Множеството от точки x D∈ , които удовлетворяват равенството ( ) 0xϕ = , се 

нарича импулсно множество (в случая това е импулсна повърхнина, разположена в 
D ). Това множество ще бележим с Φ , т.е. ( ){ }; 0x D xϕΦ = ∈ = . Функцията 

: nI Φ → �  се нарича импулсна функция. Ще предполагаме, че е изпълнено  

( ):Id I D+ Φ → , където Id  е идентитета в n
� . Моментите, в които траекторията на 

горната задача последователно среща импулсната повърхнина, означаваме с 

1 2 1 2, ,..., 0 ...t t t t< < <   

Решението ( )0;x t x  на разглежданата задача е по части непрекъсната 

функция. Заедно със задачата (4.1), (4.2), (4.3) разглеждаме и съответната й смутена 
задача 

 

 (4.4)    ( ) ( )( )
*

* *, 0
dx

f x x t
dt

ϕ= ≠ ,    

(4.5)    ( ) ( ) ( )( ) ( )( )* * * * *0 , 0x t x t I x t x tϕ+ = + = ,   

(4.6)    ( )* *
00x x= , 

 

където * : nI Φ →�  и ( )* :Id I D+ Φ → , *
0x D∈ . Както се вижда, разликата между 

задачите (4.1), (4.2), (4.3) и (4.4), (4.5), (4.6) е в началната точка и импулсната 

функция. Решението на смутената задача (4.4), (4.5), (4.6) ще означаваме с ( )* *
0;x t x , 

а моментите, в които траекторията на тази задача среща импулсната повърхнина 

Φ , ще означаваме с * * * *
1 2 1 2, ,..., 0 ...t t t t< < <  С ( )0;X t x  и ( )* *

0;X t x  ще бележим 

съответно решенията на задачите без импулси (4.1), (4.3) и (4.4), (4.6). За 
траекториите на задачите (4.1), (4.2), (4.3) и (4.4), (4.5), (4.6) въвеждаме съответно 
означенията: 
 

[ ]( ) ( ){ } [ ]( ) ( ){ }* * * *
0 0 0 0; 0, ; , 0 , ; 0, ; , 0x T x t x t T x T x t x t Tγ γ= ≤ ≤ = ≤ ≤ , 

 

където T  е положителна константа. 
Ако точките ( ) ( )1 2 1 2, ,..., , , ,..., n

n na a a a b b b b ∈� , то тяхното скаларно 

произведение, Евклидова норма и Евклидово разстояние между тях ще бележим 
съответно с: 

 
1 2 2 22

1 1 2 2 1 2, ... , , ...n n na b a b a b a b a a a a a a= + + + = = + + + , 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2 2, ...E n na b a b a b a bρ = − + − + + − . 
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Ясно е, че е валидно равенството ( ),Ea b a bρ− = . Ако непразните множества 

, nA B⊂ � , то  Евклидовото и Хаусдорфовото разстояние между тях означаваме 
съответно с: 
  

( ) ( ){ }{ }, inf inf , , , ,E EA B a b b B a Aρ ρ= ∈ ∈  

( ) ( ){ }{ } ( ){ }{ }{ }, max sup inf , , , , sup inf , , ,H E EA B a b b B a A a b a A b Bρ ρ ρ= ∈ ∈ ∈ ∈ . 

 

Неравенството ( ) ( ), ,E HA B A Bρ ρ≤  е очевидно. Затворената обвивка и контурът на 

множеството A  означаваме съответно с A  и A∂ . Имаме: 
 

[ ]( ) [ ]( )( ) ( ) ( )( ){ }{ }* * * * * *
0 0 0 0; 0, , ; 0, inf inf ; , ; ,0 ,0 ;E Ex T x T x t x x t x t T t Tρ γ γ ρ= ≤ ≤ ≤ ≤

[ ]( ) [ ]( )( )* *
0 0; 0, , ; 0,H x T x Tρ γ γ  

( ) ( )( ){ }{ }{ * * * *
0 0max sup inf ; , ; ,0 ,0 ,E x t x x t x t T t Tρ= ≤ ≤ ≤ ≤  

            ( ) ( )( ){ }{ }}* * * *
0 0sup inf ; , ; ,0 ,0E x t x x t x t T t Tρ ≤ ≤ ≤ ≤ ; 

 

 Дефиниция 4.1. Ще казваме, че решението на задачата (4.1), (4.2), (4.3) 
зависи орбитално Хаусдорфово непрекъснато относно началната точка 0x  и 

импулсната функция I , ако: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 00 0 : , , , 0 :nT x D I T x Iε δ δ ε∀ > ∀ > ∀ ∈ ∀ Φ → ∃ = >�  

( )( )* *
0 0 0, ,Ex D x xρ δ∀ ∈ < ( ) ( )( )( )* *: , ,n

EI I x I x npu xρ δ∀ Φ → < ∈ Φ�  

[ ]( ) [ ]( )( )* *
0 0; 0 , , ; 0 ,H x T x Tρ γ γ ε⇒ < . 

  

В този параграф са намерени достатъчни условия за орбитална непрекъсната 
Хаусдорфова зависимост относно началната точка и импулсната функция на 
решението на задачата (4.1), (4.2), (4.3).  

По-нататък ще използваме следните условия: 

Н4.1. Функцията , nf C D ∈  � . 

Н4.2. Ако импулсните моменти са безбройно много, то lim i
i

t
→∞

= ∞ . 

Н4.3. За всяка точка 0x D∈  задачата без импулси (4.1), (4.3) притежава единст-

вено решение, дефинирано при 0t ≥ . 
Н4.4. За импулсното множество ( ){ }; 0x D xϕΦ = ∈ =  е валидно включването 
 

\ \D DΦ Φ ⊂ . 
 

Н4.5. Функцията [ ]1 ,C Dϕ ∈ �  и за всяка точка x∈Φ  е изпълнено 
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( ) ( ), 0grad x f xϕ > . 
 

Н4.6. Съществува положителна константа fC  такава, че за всяка точка x D∈  е 

валидно неравенството 
 

( ) ff x C≤ . 
 

Н4.7. Функцията , nI C  ∈ Φ � . 

Н4.8. Изпълнено е неравенството 
 

( ) ( )( ), 0E Id Iρ Φ + Φ > . 
 

При горните условия е валидна теоремата: 
 

Теорема 4.2. Нека са изпълнени условията Н4.1 ÷Н4.8. 
 Тогава решението на задачата (4.1), (4.2), (4.3) зависи орбитално Хаусдор-
фово непрекъснато относно началната точка 0x  и импулсната функция I . 
  

Математическият модел на Лотка-Волтера сравнително адекватно описва 
динамиката на развитието на изолирано съобщество от тип жертва-хищник, при 
условие, че няма външни въздействия. В последния параграф на четвъртата глава 
се изучава съобщество от тип жертва-хищник, което е подложено на външни 
въздействия (обикновено дължащи се на намесата на човека). Тези въздействия се 
изразяват в отнемането или добавянето на определени количества биомаса както от 
жертвата, така и от хищника. Естествено е да се изискват следните ограничения на 
външните въздействия: 
- Времетраенето на всяко от въздействията е пренебрежимо малко в сравнение с 
общата продължителност на процеса, поради което може да се приеме, че 
въздействията са „мигновени” под формата на импулси; 
- Въздействията се осъществяват в моментите, в които биомасите на жертвата и 
хищника достигнат определени количествени характеристики. Математически 
описано, импулсните отнемания или добавяния на биомаса се осъществяват при 
срещата на траекторията на системата с предварително фиксирано множество, 
наречено „импулсно множество”, което е разположено във фазовото пространство 
на системата. Обикновено, импулсното множество е гладка крива от 
пространството на допустимите състояния на системата; 
- „Големините” на импулсните въздействия са ограничени отдолу, тъй като 
практически е невъзможно да се добавя или отнема биомаса под определен 
минимум; 
- „Големините” на импулсните въздействия са ограничени отгоре, тъй като: 

- Ако въздействието е от типа отнемане на биомаса (това е най-често 
срещаният случай, който е обект на изследване и в настоящата глава), то е 
невъзможно отнетото количество да е повече от наличното в момента на 
импулсното въздействие; 
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- Ако въздействието е от типа добавяне на биомаса (това е рядко срещан 
случай), то от финансова гледна точка не е целесъобразно добавеният обем на 
биомасата да е над определен „икономически оправдан” максимум; 
- Много често, по обективни причини, е невъзможно жертвата и хищникът да се 
сепарират отделно. В тези случаи, отнетата биомаса от съобществото е смес от 
биомасата на жертвата и биомасата на хищника. Нещо повече, отнетите обеми от 
двата вида са пропорционални на количествата на биомасите им в момента на 
отнемането. По-точно, ако количествата на биомасите на жертвата и на хищника в 
момента на импулсните въздействия са съответно m  и M , то количествата, които 
се отнемат са съответно .m∆  и .M∆ . Функцията ( ),m M∆ = ∆   е дефинирана за 

всяка точка от импулсното множество и удовлетворява неравенствата: 

( )0 , 1m M≤ ∆ ≤ . Често срещан случай е const∆ = . 
 

- Оказва се, че експлоатацията на съобщества от разглеждания тип е улеснено, ако 
те притежават периодичен закон на развитие. Следователно е желателно след 
импулсно въздействие от типа „отнемане” количествата на биомасите на двата вида 
да са в такива обеми, че те отново да лежат върху същата траектория, която е 
описана преди импулсния момент. 

Обобщеният импулсен модел на Лотка-Волтера със зададено начално 
условие, отговарящ на горните изисквания, има вида: 

 

(4.7)   ( ) ( )1 1,m

dm
m F m M m r q M

dt
= = = −& , ( ) ( ).M t k m t≠ ; 

(4.8)   ( ) ( )2 2,M

dM
M F m M M r q m

dt
= = = − −& , ( ) ( ).M t k m t≠ ; 

(4.9)   ( ) ( ) ( )0 1m t m t+ = − ∆ , ( ) ( ).M t k m t= ; 

(4.10)   ( ) ( ) ( )0 1M t M t+ = − ∆ , ( ) ( ).M t k m t= ; 

(4.11)   ( ) ( )0 00 ; 0m m M M= = , 
 

където: 
- ( ) 0m m t= >  и ( ) 0M M t= >  са съответно количествата на биомасите на жертвата 

и хищника в момента 0t ≥ ; 
- Константите 1 0r >  и 2 0r >  са специфични коефициенти на растежа, които са 
съответни на първия вид (жертвата) и втория вид (хищника); 
- Константите 1 0q >  и 2 0q >  са коефициентите, отразяващи вътрешно-видовата 
борба, съответни за жертвата и хищника; 
- Множеството от точки ( ),m M , принадлежащи на допустимите състояния на 

съобществото + +×� � , които удовлетворяват равенството .M k m= , се нарича 
импулсно множество (в случая това множество е лъч с начало, съвпадащо с 
началото на координатната система, и с ъглов коефициент 0k > , който ще бъде 
уточнен допълнително); 
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- ( ).m t∆  и ( ).M t∆  са количествата биомаса, съответно от жертвата и от хищника, 

които се отнемат под формата на импулси. „Импулсните моменти” съвпадат с 
моментите, в който отношението на количествата на биомасите на хищника и на 
жертвата достигне стойност k . 
-  Константите 0 0m >  и 0 0M >  са количествата на биомасите на двата вида в 

началния момент 0t = . 
Известно е, че системата (без импулси) (4.7), (4.8) притежава: 

- Устойчива стационарна точка ( ) 2 1
00 00

2 1
, ,r rm M q q

 = 
 

; 

- Първи интеграл от вида 
 

( ) 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2
, ln ln ln 1 ln 1r rU m M q M q m r M r m r rq q

   = + − − + − + −   
   

 

= ( ) ( )00 00, ,W m M W m M− , 
 

където 
 

( ) 1 2 1 2, ln lnW m M q M q m r M r m= + − − ; 
 

- За всяка точка ( ) ( ) ( )00 00, , , ,m M m M m M+ +∈ × ≠� �  е валидно неравенството 

( ), 0U m M > . Изпълнено е ( )00 00, 0U m M = ; 

- За всяка константа 0c ≥  неявно зададената крива 
 

( ) ( ){ }, : ,c m M U m M cγ = =  
 

е траектория на система (4.7), (4.8) с подходящо избрано начално условие 
(достатъчно е  да се предположи, че ( )0 0,U m M c= ); 

- За всяка константа 0c >  множеството 
  

( ) ( ){ }, : ,cD m M U m M c= <  
 

е едносвързана област, разположена в + +×� � , която притежава контур c cD γ∂ = ; 

- За всяка константа 0c >  е изпълнено ( )00 00, cm M D∈ ; 

- Ако 1 20 c c< < , то 
1 2c cDγ ∈ . 

Ще предполагаме, че: 
- Областта D , в която е разположена траекторията на задачата с импулси от 
популационната динамика, се намира „между” две „гранични” траектории 

1c
γ  и 

2cγ , където константите 1c  и 2c  удовлетворяват неравенствата 1 20 c c< < , т.е. 

2 1
\c cD D D= . 

- Траекторията на импулсната задача е част от траекторията 
0cγ , където 

константата 0c  удовлетворява неравенствата 1 0 2c c c< < . 
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- Импулсната повърхнина (в случая импулсната отсечка) е част от правата 
:l M km= . Следователно е изпълнено ( ),m M M kmϕ = − . 

- Предполагаме, че траекторията на импулсната задача (4.7) ÷ (4.11) от 
популационната динамика е периодична. Предположението е наложително, тъй 
като наличието на цикличност в развитието и периодичност в отнеманията на 
биомаса от разглежданото съобщество от гледна точка на експлоатацията е 
удобно. Това предположение ще е изпълнено, ако „изобразяващата точка” 
( ),m M , която се движи по траекторията на разглежданата задача 

0cγ , след 

импулс попадне отново върху тази траектория. Така достигаме до извода, че 
импулсният вектор има вида 

 

( ) ( ) ( ), , ,m mI m M I m km k= = − ∆ ∆ , 
 

      където m  и m∆  са решения на следната система: 
 

( ) ( )( )0 0, , ,m mU m km c U m k m c= − ∆ − ∆ = ,  0m∆ > .  

 
При направените предположения се показва, че обобщеният импулсен 

модел на Лотка-Волтера удовлетворява условията на теорема 4.2. Следователно 
периодичното решение на задачата (4.7) ÷ (4.11) зависи орбитално Хаусдорфово 
непрекъснато от началната точка ( )0 0,m M  и импулсната функция I .  

Възможно е следното тълкуване на получените резултати. Нека: 
- Изходните количества на биомасите на жертвата и хищника в „смутеното” 
съобщество не се различават съществено съответно от началните количества на 
биомасите на жертвата и хищника в „оригиналното” съобщество; 
- Импулсните отнемания в пертурбираното съобщество и оригиналното 
съобщество са „приблизително равни”. 

Тогава за краен интервал от време (независимо колко голям е той) 
изменението на биомасите в съобществата в двете биосистеми се развиват 
„приблизително по един и същи закон” („ траектория”). 
 

Глава 5. Орбитална Хаусдорфова устойчивост на решенията на автономни 
диференциални уравнения с нефиксирани моменти на импулси относно 
началното условие  
  

 Основен обект на изследване в последната глава е начална задача за 
автономни системи диференциални уравнения с нефиксирани моменти на 
импулсни въздействия. Импулсите се реализират в моментите, в които 
траекторията на изучаваната задача среща така нареченото „импулсно множество”, 
разположено във фазовото пространство на системата. При изследванията в главата 
се предполага, че импулсното множество съвпада с част от хиперравнина. За 
описаната по-горе задача, тук за първи път са въведени термините орбитална 
гравитация и орбитална Хаусдорфова устойчивост по отношение на началното 
условие. В първия параграф на главата са намерени достатъчни условия, при които, 
ако решението на съответната задача без импулси е орбитално гравитиращо, то 
решението на основната (изучаваната) задача с импулси е орбитално Хаусдорфово 
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устойчиво относно началното условие. Във втория параграф на главата е разгледан 
класическия (без импулси) модел на Лотка-Волтера от популационната динамика. 
Намерени са достатъчни условия за орбитално гравитиране и за Хаусдорфова 
устойчивост относно началната точка. 

През последните години редица изследвания са посветени на качествената 
теория на диференциалните уравнения без импулси, при които се използва 
Хаусдорфова метрика: [136], [138], [184] и [194]. Тук тази метрика се използва при 
изучаването на импулсни диференциални уравнения. 

Разглеждаме следната начална задача: 
  

(5.1)    ( ) ( ) 0, ,
dx

f x a x t a
dt

= ≠ , 

(5.2)    ( ) ( ) ( )( ) ( ) 00 , ,x t x t I x t a x t a+ = + = , 

(5.3)    ( ) 00 ,x x=  
 

където: : nf D→� ; ( )1 2, ,... , 1n
na a a a a= ∈ =� ; 0a ∈� ; n∈� ; D  е област от n

� ; 

0x D∈ . Множеството от точки x D∈ , които удовлетворяват равенството 0,a x a= , 

се нарича импулсно множество (в случая това е част от хиперравнина, разположена 
в D ). Това множество означаваме с α , т.е. { }0; ,x D a x aα = ∈ = . Функцията 

: nI α → �  се нарича импулсна функция. Ще предполагаме, че е изпълнено 

( ):Id I Dα+ → , където, както и в предходните глави, Id  е идентитетът в n
� . 

Моментите, в които траекторията на горната задача последователно среща 
импулсното множество, означаваме с 1 2 1 2, ,..., 0 ...t t t t< < <  Решението ( )0;x t x  на 

разглежданата задача е по части непрекъсната функция.  
Заедно със задачата (5.1), (5.2), (5.3) разглеждаме и съответната и смутена 

начална задача (5.1), (5.2) с начално условие 
 

(5.4)     ( ) *
00x x= , *

0x D∈ . 
 

Решението на смутената задача (5.1), (5.2), (5.4) ще означаваме с ( )*
0;x t x , а 

моментите, в които траекторията на тази задача среща импулсната хиперравнина 
α , ще означаваме с * * * *

1 2 1 2, ,..., 0 ...t t t t< < <  Tраекториите на задачите (5.1), (5.2), 
(5.3) и (5.1), (5.2), (5.4) ще бележим съответно както следва: 
 

[ )( ) ( ){ } [ )( ) ( ){ }* *
0 0 0 0; 0, ; , 0 , ; 0, ; , 0x x t x t x x t x tγ γ∞ = ≤ < ∞ ∞ = ≤ < ∞ . 

 

Решенията и траекториите на задачите без импулси (5.1), (5.3) и (5.1), (5.4) 
означаваме съответно с: 
 

( ) [ )( ) ( )*
0 0 0; , ; 0, , ;X t x x X t xΓ ∞  и [ )( )*

0; 0,xΓ ∞ . 
 

Дефиниция 5.1. Ще казваме, че системата (5.1) е орбитално гравитираща 
в областта D  с константа 1κ ≥ , ако: 
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( )*
0 0,x x D∀ ∈ ⇒ [ )( ) [ )( )( ) [ )( ) [ )( )( )* *

0 0 0 0; 0, , ; 0, . ; 0, , ; 0,H Ex x x xρ κ ρΓ ∞ Γ ∞ ≤ Γ ∞ Γ ∞  

( ) ( )( ){ }{ }{ * * *
0 0max sup inf ; , ; , 0 , 0 ,E X t x X t x t tρ⇔ ≥ ≥  

   ( ) ( )( ){ }{ }}* * *
0 0sup inf ; , ; , 0 , 0E X t x X t x t tρ ≥ ≥  

( ) ( )( ){ }{ }* * *
0 0.inf inf ; , ; , 0 , 0 .E X t x X t x t tκ ρ≤ ≥ ≥  

 

Дефиниция 5.2. Ще казваме, че решението на задачата (5.1), (5.2), (5.3) е 
орбитално устойчиво относно началното условие, ако: 
  

( ) ( ) ( )( )0 00 , 0 :x D xε δ δ ε∀ > ∀ ∈ ∃ = >  

( )( )* *
0 0 0, ,Ex D x xρ δ∀ ∈ < [ )( ) [ )( )( )*

0 0; 0, , ; 0,H x xρ γ γ ε⇒ ∞ ∞ < . 
 

Тук са получени достатъчни условия за орбитална Хаусдорфова 
устойчивост относно началното условие на решението на задачата (5.1), (5.2), (5.3). 

По-нататък ще използваме следните условия: 
Н5.1. Функцията , nf C D ∈  � . 

Н5.2. Съществуват положителни константи fC  и fC  такива, че за всяка точка 

x D∈  са изпълнени неравенствата: 
 

( ) f
fC f x C≤ ≤ . 

 

Н5.3. За всяка точка 0x D∈  задачата без импулси (5.1), (5.3) притежава 

единствено решение, дефинирано при 0t ≥ . 
Н5.4. Множеството { }0; ,x D a x aα = ∈ = , където ( )1 2, ,... , 1n

na a a a a= ∈ =�  и 

0a ∈� , е ограничено. 

Н5.5. Съществува константа , 0 1a aC C< ≤ , такава, че за всяка точка x α∈  е 

изпълнено неравенството 
 

( ) ( ), aa f x C f x≥ . 
 

Н5.6. Съществува константа  Id IC +  такава, че e валидно неравенството 
 

( ) ( )( ), 0E Id IId I Cρ α α ++ ≥ > . 
 

Н5.7. Съществува положителна константа IC , такава, че за всеки две точки 

', "x x α∈  е изпълнено неравенството 
 

( ) ( )( ) ( )' ' , '' '' . ' , ''E I Ex I x x I x C x xρ ρ+ + ≤ . 
 

 Целта в параграфа се постига с помощта на теоремата: 
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Теорема 5.2. Нека: 
1. Изпълнени са условията Н5.1÷Н5.7. 
2. Системата (5.1) е орбитално гравитираща в областта D  с коефициент 1κ ≥ . 
3. Валидно е неравенството 
 

( )1
a

I
a

C
C

Cκ
<

+
. 

  

Тогава за всяка начална точка 0x α∉  решението на задачата (5.1), (5.2), 

(5.3) е орбитално Хаусдорфово устойчиво относно началното условие. 
 В последния параграф на последната глава разглеждаме следната начална 
задача за системата на Лотка-Волтера (без импулси): 

 

(5.5)   ( ) ( )1 1,m

dm
m F m M m r q M

dt
= = = −& , 

(5.6)   ( ) ( )2 2,M

dM
M F m M M r q m

dt
= = = − −& , 

(5.7)    ( ) ( )0 00 ; 0m m M M= = , 
 

където параметрите на системата са както в параграф 4.2 на предходната глава. 
Евклидовото и Хаусдорфовото разстояние между траекториите 

0cγ  и *
0c

γ  

удовлетворяват съответно равенствата: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( ){ }* *
0 00 0

* * * *, inf inf , , , , , , , ,E c E cc c
m M m M m M m Mρ γ γ ρ γ γ= ∈ ∈  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( ){ }{* *
0 00 0

* * * *, max sup inf , , , , , , , ,H c E cc c
m M m M m M m Mρ γ γ ρ γ γ= ∈ ∈

 

                                 ( ) ( )( ) ( ){ } ( ){ }}*
0 0

* * * *sup inf , , , , , , ,E c c
m M m M m M m Mρ γ γ∈ ∈ . 

 

В следващите две дефиниции ще перефразираме съответно дефинициите за 
орбитална гравитация и орбитална Хаусдорфова устойчивост на решението на 
началната задача за системата на Лотка-Волтера. 

 

Дефиниция 5.3. Ще казваме, че системата (5.5), (5.6) е орбитално 
гравитираща в областта D  с константа 1κ ≥ , ако: 

 

( ) ( )*
00

*
0 0, : , cc

c c Dγ γ+∀ ∈ ∈ ⇒� ( ) ( )* *
0 00 0

, . , .H c E cc c
ρ γ γ κ ρ γ γ≤  

 

Дефиниция 5.4. Ще казваме, че решението на задачата (5.5), (5.6), (5.7) е 
орбитално Хаусдорфово устойчиво относно началното условие, ако: 

 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 00 , , , 0 :m M m Mε δ δ ε+ +∀ > ∀ ∈ × ∃ = >� �  
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( ) ( ) ( )( )( )* * * *
0 0 0 0 0 0, , , , ,Em M m M m Mρ δ+ +∀ ∈ × <� � ( )*

00
,H cc

ρ γ γ ε⇒ < , 

 

където ( )0 0 0,c U m M=
 
и ( )* * *

0 0 0, .c U m M=
 

 

 Основните резултати в параграфа се съдържат в следващите две теореми. 
 

Теорема 5.5. Нека е изпълнено: 
1. Константите 1c  и 2c  удовлетворяват неравенствата 1 20 c c< < . 

2. Областта 
2 1

\c cD D D= . 

Тогава системата (5.5), (5.6) е орбитално Хаусдорфово гравитираща в 
областта D  с константа 

 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

sup ', ' , ', '
.

inf ', ' , ', '

gradU m M m M D

gradU m M m M D
κ

∈
=

∈
 

  

Теорема 5.6. Решението на задачата (5.5), (5.6), (5.7) е орбитално 
Хаусдорфово устойчиво относно началната точка. 

 
 
 

З А К Л Ю Ч Е Н И Е 
 

 В настоящия дисертационен труд са получени следните по-важни резултати: 
 

1. Въведени са нови понятия и са получени достатъчни условия за: 
1.1. Орбитална гравитация на решенията на диференциални уравнения без 

импулси; 
1.2. Непрекъсната зависимост на решенията на импулсни системи диференциални 

уравнения (ИСДУ) с фиксирани моменти на импулси относно: 
- началното условие и импулсните моменти,   
- началното условие и импулсните смущения; 
1.3. Непрекъсната зависимост на решенията на ИСДУ с фиксирани моменти на 

импулси относно началното условие и бариерните криви; 
1.4. Орбитална Хаусдорфова непрекъсната зависимост на решенията на ИСДУ с 

променливи моменти на импулси относно началното условие и импулсните смущения;  
1.5. Устойчивост на решенията на ИСДУ с фиксирани моменти на импулси 

относно началното условие и импулсните моменти; 
1.6. Орбитална Хаусдорфова устойчивост на решенията на ИСДУ с променливи 

моменти на импулси относно началното условие; 
1.7. Диференцируемост на решенията на ИСДУ с фиксирани моменти на импулси 

относно импулсните моменти. 
 

2. Получените резултати са приложени за изследване на: 
 2.1. Непрекъсната зависимост и устойчивост на решенията на модел от 
фармакокинетиката с фиксирани моменти на импулси относно началното условие и 
импулсните моменти; 
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 2.2. Непрекъсната зависимост и диференцируемост на решенията на логистичен 
модел с фиксирани моменти на импулси относно началното условие и импулсните 
смущения; 
 2.3. Непрекъсната зависимост на решенията на модел на Gompertz с променливи 
моменти на импулси относно началното условие  и бариерните криви; 
 2.4. Орбитална Хаусдорфова непрекъсната зависимост на решенията на модел на 
Лотка-Волтера с променливи моменти на импулси относно началното условие и 
импулсните смущения; 
 2.5. Орбитална Хаусдорфова устойчивост на решенията на модел на Лотка-Волтера 
без импулси относно началното условие. 
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