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     Имп у л с н и  д ифе р е н ц и а л н и  у р а в н е н и я  

Изучаването на импулсни диференциални уравнения се дължи на факта, че тези 

уравнения са полезни математически средства при описването на много процеси и 

явления изследвани в теорията на оптималния контрол, биология, механика, 

биотехнология, медицина, електроника, радиотехника, икономика и т.н. 

Например, към импулсни диференциални уравнения се свеждат много задачи на 

нелинейната механика, като импулсни смущения се разглеждат в модела на 

часовниковия механизъм, описан в [1, 4] и в модела на линеен осцилатор с импулсно 

въздействие [1]. Такива задачи се срещат и в теорията на релаксионни колебания в 

електромеханични системи [1], в изследвания по комуникационна сигурност [107, 108], в 

Лотка-Волтера моделите [25-28, 104, 124, 127, 130, 189, 194, 210,  213,  214],  в теория на 

управлението [103, 128, 167, 201], в моделите на невронни мрежи [29, 61, 63,  66, 183, 

186,  190, 193, 199], в икономически модели [78, 162,  200].  Във всички тези случаи 

реалните процеси претърпяват скокообразни промени на състоянието си в дадени 

моменти от време между интервалите на непрекъснато развитие. Продължителността 

на тези промени често е пренебрежимо малка в сравнение с продължителността на 

разглеждания процес и следователно е естествено тези бързи промени най-адекватно 

да се опишат като “мигновенни” промени на състоянието на процеса или като импулси. 

В следващите примери е показана само малка част от   разнообразното 

приложение на импулсните диференциални уравнения. 

Пример 1.  Математическият модел за съвместното съществуване на два 

биологични вида, които са в съотношение  "хищник - жертва"  е разработен почти 

едновременно от италианския математик Вито Волтера [207] и от Алфред Лотка [132] и 

може да се представи по следния начин: 
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където с )(tH  и )(tP  са означени съответно популационните числености на  

биологичните видове “жертва”  и “хищник” в момента t , 01 >r  е коефициент на 

популационно нарастване на “жертвата” (при отсъствие на “хищници“), 02 >r  е 

коефициент на популационно намаляване на “хищника” (при отсъствие на “жертви“),  а 

b  и c  са коефициенти, които характеризират междувидовото взаимодействие. По-

конкретно константата b  характеризира нивото на “защита” на “жертвата“ (константа на 

“ефективност” на “жертвата“), а c – нивото на “агресивност” на “хищника“. Линейната 

функция bHHpp == )(  e известна като функционалeн отговор от тип I  на жертвата.  
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С помощта на външни въздействия е възможно да се контролира популационната 

численост на двата биологични вида. Например, чрез отстраняване на част от 

биологичния вид “хищник”  след лов или третиране с химикали, използвани в 

агрокултурата, се постига намаляване на неговата популация. Импулсно увеличаване на 

числеността на един от двата биологични вида е възможно чрез отглеждането му вън от 

естествената среда и добавянето в определени моменти от време. 

Ако например в момента ktt =  популационната численост на “хищника“ е 

променена,  то можем да  предполагаме, че  

                   (2)                       )()()()( −−+ =−=∆ kkkkk tPgtPtPtP ,     

където  )()( kk tPtP =−   и  )( +
ktP   са съответно популационните числености на  

биологичния вид “хищник” преди и след импулсното въздействие в момента kt ,  а 

константите Rgk ∈  характеризират изменението на популационната численост на 

“хищника“ в момента kt .  Ако  0>kg ,  то популационната численост се увеличава, а ако 

0<kg , то числеността на “хищника“ намалява в момента  kt .    

Съотношенията  (1) и  (2)  определят следната система импулсни диференциални 

уравнения  
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където Rgk ∈ , 0≥t  и kt , ,...2,1=k  са фиксирани импулсни моменти такива, че 

......0 121 <<<<<< +kk tttt  и ∞=
∞→

k
k

tlim .  

В математическата биология моделът (3) описва динамиката в популационна 

система от два биологични вида в съотношение “хищник-жертва”, в която се отчита 

междувидовата и вътрешновидовата конкуренция за общи ресурси и в моментите kt , 

,...2,1=k   биологичната система е подложена на импулсно въздействие.  
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Чрез модели от вида (3) може да се изучават и вземат под внимание възможните 

външни ефекти, вследствие на които, популационната численост на хищника търпи 

кратковременни изменения.  

Пример 2.  Едно от направленията при изследване на Лотка-Волтера модели от 

типа (1) е свързано с въвеждане на функционален отговор от тип II или т.нар Холинг 

тип II функция 

                                                        
Hm

CH
Hp

+
=)( , 

където с C  е означен капацитетът на “хищника“, а m  е половината от константата на 

насищане. На Лотка-Волтера моделите с функционален отговор от типа II, при който p  е 

функция само на популационната численост H  на “жертвата“, са посветени голям брой 

научни разработки и динамиката на тези системи е добре изучена [105, 114, 147, 161, 

204,  214].  

В действителност в реалните екосистеми функционалните отговори на “жертвата“ 

не зависят само от популационната численост на “жертвата“, а и от числеността на 

“хищника“  и в последните години, някои изследователи разглеждат функционални 

отговори, които са функции на отношението на двете популационни числености   
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и Лотка-Волтера модели от вида 
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където K  е капацитетът на  “жертвата“. 

Ако отчетем закъснението при изучаване на популационната динамика, достигаме 

до функционално-диференциалния модел от тип “хищник-жертва”: 

(5)                         
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където ++ → RRk :  е функция (т.нар. закъснително ядро или теглови фактор), която 

дава предварителна информация за броя на нападенията, които трябва да бъдат 

направени върху популацията на “жертвата“, за да се определи настоящият ефект на 

ресурсната наличност. Функцията )(tτ , Tt ≤≤ )(0 τ , характеризира възрастта за 

възпроизводство на биологичните видове.  

Екологичните системи често са обект на кратковременни въздействия, дължащи се 

на климатични промени или на човешка активност. В редица реални ситуации хищникът 

или паразитът се отстраняват за кратко време. Следователно за адекватно моделиране 

на процесите в екологични системи (5) е необходимо да се разглеждат модели с 

импулсни въздействия от вида 

(6)                     
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където Rgh kk ∈, , 0≥t  и kt , ,...2,1=k са фиксирани импулсни моменти такива, че 

......0 121 <<<<<< +kk tttt  и ∞=
∞→

k
k

tlim . 

С помощта на модели от вида (6) може да се изследва един от основните 

проблеми в математическата екология - проблемът за устойчивост на екосистемите. Под 

“устойчивост”  се разбира запазване на количеството на биомасите в дадено 

съобщество с течение на времето (отсъствие на колебания в численостите на 

популациите).  

Пример 3.  В работите [67, 68] Леон Чуа и Лин Янг дефинират математически 

модел на клетъчна невронна мрежа като обширна нелинейна аналогова верига, която 

произвежда сигнали в реално време.  

Математическото моделиране в невронни мрежи се базира на понятието “неврони”, 

което се различава както от реалните биологични неврони така и от реалното 

функциониране на прости електронни вериги. 

Невронните мрежи притежават някои ключови свойства и имат важни приложения в 

такива области като сигнални процеси, отразени процеси, разпознаване на образи и др. 

Големите възможности за приложение обуславят интензивното развитие на теорията на 

невронните мрежи в последните няколко години [65 - 69, 97].  
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Те могат да бъдат моделирани със следните диференциални уравнения 

                (7)            ,,...,2,1,))(()()(
1

niItxfatxctx i

n

j
jjijiii =++−= ∑

=
&  

класическият  модел на Хоплфилдова невронна мрежа, или с функционално-

диференциалните уравнения: 

                (8)     ,)))((())(()()(
1 1

i

n

j

n

j
jjjijjjijiii Ittxfbtxfatxctx +−++−= ∑ ∑

= =
τ&  

където ni ,...,2,1= за невронна мрежa със зависещи от времето закъснения където n  е 

броят на елементите в невронната мрежа; )(txi  е  състоянието на −i тия елемент 

(неврон) в момента от време t ; ))(( txf jj  е активационната функция на j -тия елемент;  

ija , ijb , iI  и ic  са константи;  ija  е  теглото на j –тия елемент, което определя 

значимостта му относно −i тия елемент в момента t ;  ijb   е  теглото на j –тия елемент, 

което определя значимостта му относно −i тия елемент в момента )(tt jτ− ;  iI   описва 

външното отклонение на −i тия елемент; )(tjτ  е трансмисионното закъснение на 

състоянието на j –тия елемент и удовлетворява условието ττ ≤≤ )(0 tj ( const=τ );  ic  

са константи, които характеризират нивото след което −i тия елемент ще постави своя 

потенциал в следващо състояние на изолация, в което е изключен от мрежата и от 

външния източник. 

Невронните мрежи често са обект на кратковременни смущения в определени 

моменти от време, поради които те претърпяват бързи изменения. При математическото 

моделиране на такива невронни мрежи времетраенето на тези бързи смени се 

пренебрегва и се предполага, че процесът се изменя скокообразно. Бързите изменения 

могат да се дължат на променливи превключвания, внезапни шумове, електрически 

импулси при придвижване по мрежата и др.  

Ако в резултат на импулсно въздействие в момента kt  състоянието на −i тия 

елемент на невронната мрежа е изменено, то адекватни математически модели на 

разглеждания по-горе процес ще бъдат импулсните диференциални уравнения 
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В горните уравнения  ni ,...,2,1= , 2≥n , Rt ∈ ,    )( ki tx   описва състоянието на 

−i тия елемент  преди импулсно въздействие в момента от време kt , а )( +
ki tx   описва 

състоянието на  −i тия елемент  след импулсно въздействие в момента от време kt ,  

ikP  са  функции,  които характеризират  изменението  на  състоянието на  −i тия 

елемент  в  момента от време kt .      

 С помощта на моделите от вида (9)  и (10) могат да се изследват въпросите за 

оптимално управление и синхронизация на тези системи. Важен аспект в тези случаи е, 

че импулсите могат да се използват в ролята на контрол. 

В разгледаните примери математическите модели, базирани на импулсни 

диференциални уравнения, се задават с помощта на диференциални уравнения и 

условия за скок. В зависимост от типа на диференциалните уравнения се определя и 

типът на импулсните диференциални уравнения: импулсни диференциални уравнения 

диференциално-диференчни уравнения с постоянно закъснение, интегро-

диференциални уравнения, функционално - диференциални уравнения с променливи 

крайни закъснения,  функционално- диференциални уравнения с безкрайни закъснения 

и др. 

Теорията на импулсните обикновени диференциални уравнения бележи началото си 

от 1960 година с работата на В.Д. Милман и А.Д. Мишкис [13]. В тази работа са дадени 

някои общи съображения за системи с импулси и са получени първите резултати по 

устойчивост. Следва интензивно развитие на теорията на импулсните диференциални 

уравнения. Получени са редица резултати от фундаменталната и качествена теория [5, 

20, 21, 36, 37, 38, 63, 64, 77, 103, 107, 120, 137, 151, 152, 154]. Получените резултати са 

използвани при изследването на модели, изучавани в  приложните науки [25-29,  33, 37, 

53, 54, 76, 85-88, 90, 118, 121, 122, 133, 201, 221]. 

 

Почти периодичност 

Концепцията за почти периодичност е с дълбоки исторически корени.  Един от най-

старите проблеми в астрономията е бил как да се обяснят някои от станните движения 

на луната, слънцето и планетите след „първичния  взрив”. Този проблем за астрономите 

на древна Гърция е бил достатъчно  труден за разрешаване, като се обележи факта, че 
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модела  на слънчевата система в тази епоха е свързан с отчитане само на 

равномерните линейни и равномерните кръгови движения на планетите. Едно такова 

решение, понякога отнасящо се към „Алмагест” на Птоломей е методът на така 

наречените „епицикли”. 

 Нека P е произволна планета или луната. Моделът на движение на P е описван с 

релацията 

                                                 titi erer 21
21

λλ + , 

където 11, λr  и 22, λr  са реални константи. Когато обаче този модел е приложен към 

движението на луната се оказало, че това не e достатъчно добра апроксимация. 

Коперник показва, че ако се добави трети цикъл към движенията може да се получи 

по-добра апроксимация на използваните в този момент данни. Това означава, че ако 

( )tϕ  е точното движение на луната, тогава съществуват 1 2, ,..., nr r r  и реалните числа 

nλλλ ,...,, 21  са такива, че 

                                                   ( ) εϕ λ ≤− ∑
=

n

j

ti
j

jert
1

, 

където 0>ε  е грешката от астрономическите наблюдения. Ако числата nλλλ ,...,, 21  не 

са рационални множители на едно и също реално число, тогава крайната сума не е 

периодична. Тя е почти периодична в смисъла на следното представяне. Ако за всяко 

0>ε   сумата 

                                                      ( )
1

j

n
i t

j
j

r e p t
λ

=

≡∑   

е крайна и за всяко Rt ∈  e изпълнено неравенството 

                                                       ( ) ( ) ε<− tptf , 

то функцията f  е почти периодична. 

 Идеята е била да се представят движенията на планетите и луната да се опишат 

с функции от посочения тип. Основните аспекти в  историческото развитие на този 

проблем могат да се намерят  в работите [ 144, 202] 

Формалната теория на почти периодичните функции в математика е развита  от 

датския математик Харалд Бор [48]. Бор публикува серия от работи,  в които изследва 

редове от вида 
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                                                                      ∑
∞

=

−

1n

sne λ , 

известен като ред на Дирихле (в частност един от тях е Римановата дзета функция). В 

неговите изследвания се отбелязва, че  по линията ( ) consts =Re  тези функции 

притежават регулярно развитие. Очевидно той е предполагал че формалното изучаване 

на това развитие може да му даде възможност за намиране на разпределението на 

стойностите на редовете на Дирихле.  

Регулярното развитие, което той открива формулира по следния начин. 

   Непрекъснатата функция  f  е регулярна, ако  за всяко 0>ε   и за всяко Rt ∈  

множеството ( )ε,fT ,   

                                        ( ) ( ) ( )








<−+≡
∈

εττε tftffT
Rt

sup,,  

e относително плътно в този смисъл, че за всяко число l  всеки интервал с дължина l  

притежава поне една обща точка с ( )ε,fT . Лесно може да се установи, че сумата на две 

регулярни функции е също регулярна и равномерната сходимост в този клас от функции 

води до гранична функция от същия клас. Тогава всички регулярни функции са почти 

периодични в посочения от Бор смисъл. По-късно той разглежда и проблемите за 

съществуване на почти периодични интеграли ( разгледани като функции на горната си 

граница) от почти периодични функции, както и редица нови приложения на тази теория.  

 През 1920 г. се получават и първите резултати свързани с почти периодичност на 

решенията на различни класове диференциални уравнения. Един от резултатите 

свързан с работите на Бор и Нюгебауер  [49] се отнася към факта, че ограничените 

решения на системите диференциални уравнения  от вида  

                                                                 ( )tfAxx +=&  

са по необходимост почти периодични, когато A  е скаларна величина, а ( )tf  е почти 

периодична.  

Достатъчно сериозни и приложими свойства на почти периодичните решения на  

диференциални уравнения от последния вид са изследвани от Бохнер [50] . В тази 

работа той въвежда следната дефиниция. 

Непрекъснатата функция  f  е нормална , ако от всяка редица от реални числа 

{ }nα  може да се извлече подредица от вида { }
knα  такава, че границата 
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                                                 ( ) ( )tgtf
kn

k
=+

∞→
αlim  

cъществува равномерно в R . В същата работа е доказана и еквивалентност на 

класовете от нормални и регулярни функции, а по-късно в работите на Бохнер [51, 52]  

ползата от този клас функции е показана при различни класове диференциални 

уравнения. 

През 1933 г.  в работата на Марков [135],  при изучаването на почти периодичните 

решения на диференциалните уравнения е намерена зависимостта между 

съществуването на почти периодични решения и тяхната устойчивост.  Тук за първи път 

е доказано, че  силно устойчивите ограничени решения са и почти периодични. 

След първите съществени постижения в тази област, в средата на XX век се 

появяват редица забележителни резултати, както и нови дефиниции за почти 

периодичност, част от които могат да се намерят в работите [7, 9, 10, 32, 46, 74, 77, 81, 

82 , 163, 164, 165, 203, 215, 216, 224]. 

Началото в развитието на почти периодичните частично-непрекъснати функции 

може да се  отнесе към 60 години на XX век, когато заедно с изследванията в областта 

на импулснитe диференциални уравнения се появява небходимостта от дефинирането 

на тези нови обекти. 

Първите дефиниции и по съществени резултати в тази област могат да се 

намерят в работите на Халанай и Векслер [91],  Перестюк,  Самойленко и Ахмедов  [2, 3, 

4, 16 - 19], както и Хекимова и Байнов [94]. 

В настоящия дисертационнен труд са обобщени и систематизирани  основните 

резултати на автора, свързани с приложението на почти периодичните функции при 

моделиране и изледване на  съществуване,  устойчивост и ограниченост  на почти 

периодични импулсни системи диференциални уравнения. Получените теоретични 

резултати са приложени при изследването на динамиката на редица биологични  

модели и невронни мрежи. 

Дисертационният труд се  състои от увод и четири глави. 

Първа глава е посветена на фундаменталната теория за импулсни диференциални 

уравнения, почти периодичните редици и почти периодичните функции.  Главата се 

състои от три параграфа. 

 

Параграф 1.1. разглежда въпросите свързани със съществуването и 

единствеността на решенията на основни видове импулсни диференциални уравнения.  
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         Нека nR  е n -мерното Евклидово пространство с норма |||| x  на елемента nRx ∈  и 

нека ),0[ ∞=+R . При RJ ⊆   са дефинирани следните класове от функции: 

{ )(::],[ tRJRJPC nn σσ →=  е непрекъсната във всяка точка от J , с изключение 

на краен брой точки Jt ∈~ , в които  )~( +tσ  и  )~( −tσ  съществуват и })~()~( tt σσ =−  . 

{ )(::],[1 tRJRJPC nn σσ →=  е непрекъснато диференцируема във всяка точка 

от J , с изключение на краен брой точки Jt ∈~ , в които  )~( +tσ&  и  )~( −tσ&  съществуват и 

})~()~( tt σσ && =−  . 

        Нека nR⊆Ω   е фазовото пространство на произволен еволюционен процес, т.е. 

множеството от неговите състояния. Означаваме с tP  изобразяващата точка  в момента 

от време t  и предполагаме, че състоянието на процеса е определено от n параметъра. 

Тогава изобразяващата точка tP   може да се интерпретира като точка ),( xt  от ( 1+n )–

мерното пространство 1+nR . Множеството Ω×R  наричаме разширено фазово 

пространство.  

Предполагаме, че законът на движение се описва от: 

(а) система диференциални уравнения  

           (11)                                              ),,( xtfx =&                                                  

където  Rt ∈ ;  ( ) Ω∈= nxxxcolx ,...,, 21 ; nRRf →Ω×: ;  

           (б)  множества  Ω×⊆ RM t   и  Ω×⊆ RNt   с произволна топологична структура; 

           (в) оператора ttt NMA →: . 

Движението на изобразяващата точка tP   в разширеното фазово пространство 

започва от начално положение Rtxt ∈000 t )),(,(  и се извършва по интегралната крива 

))(,( txt ,  която се описва от решението )(tx  на система (11) с начално условие 

Ω∈= 000 ,)( xxtx  до момента 01 tt > , в който изобразяващата точка среща 

множеството tM . В момента 1t  операторът 
1tA  ”мигновено” прехвърля точката tP  от 

положение ))(,( 11 txt  в положение 
1

),( 11 tNxt ∈+ , ))(( 11 1
txAx t=+ . След това 

изобразяващата точка tP  продължава да се движи по интегралната крива ))(,( tyt , която 
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се описва от решението )(ty  на система  (11) с начално условие   += 11)( xty  до нова 

среща с множеството tM  и т.н. 

  Обединението от релациите (а), (б) и (в), които описват еволюционния процес се 

нарича  импулсна система диференциални уравнения, а кривата, която се описва при 

движението на изобразяващата точка tP  - интегрална крива на импулсната система. 

Моментите ...,, 21 tt , в които изобразяващата точка среща множеството tM , се 

наричат моменти на импулсно въздействие. Ще приемем, че решенията на импулсните 

диференциални уравнения са непрекъснати отляво функции в моментите на импулсно 

въздействие, т.е. 

                                               ,...2,1,)()( ±±==− ktxtx kk . 

Свободата на избора на множествата  tM , tN  и оператора tΑ  определя голямото 

разнообразие на системите импулсни диференциални уравнения.  

Решенията на система импулсни диференциални уравнения могат да бъдат: 

• Непрекъснати функции, ако интегралната крива не пресича множеството tM  

или го пресича в неподвижни точки за оператора tΑ ; 

• Частично непрекъсната функция с краен брой точки на прекъсване, ако 

интегралната крива пресича множеството tM  в краен брой точки, които не са 

неподвижни за оператора  tΑ ; 

• Частично непрекъсната функция с изброимо много точки на прекъсване, ако 

интегралната крива пресича множеството tM  в изброимо много точки, които не 

са неподвижни за оператора  tΑ . 

В настоящия дисертационен труд се изследват системи диференциални 

уравнения, при които импулсните въздействия настъпват, когато е изпълнено дадено 

пространствено-времево съотношение 0),( =Φ xt , Ω×∈ Rxt ),( , т.е. когато 

изобразяващата точка tP  от разширеното фазово пространство на разглеждания 

еволюционен процес попадне върху хиперповърхнина  с уравнение 0),( =Φ xt . Такива 

системи ще записваме във вида 

                                              
( ) ( , ), ( , ( )) 0,

( ) ( ( )), ( , ( )) 0 .

x t f t x t x t

x t I x t t x t

= Φ ≠
∆ = Φ =

&
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       Множествата tM , tN  и операторът tΑ  се определят със съотношенията  

                                            { }0),(:),( =ΦΩ×∈= xtRxtM t ,  Ω×= RNt , 

                                                ,: ttt NM →Α    ))(,(),( xIxtxt +→ , 

където Ω→Ω:I  и ktt =  е момент на  импулсно въздействие за решението )(tx , ако 

0))(,( =Φ kk txt . 

По-подробно описание е дадено на следните два класа системи импулсни 

диференциални уравнения, които са разгледани в дисертационния труд.  

I. Системи импулсни диференциални уравнения с фиксирани моменти на 

                                                   импулсно въздействие 

 Системите импулсни диференциални уравнения с фиксирани моменти на  

импулсно въздействие се характеризират с това, че множеството tM  се  задава с 

редица от хиперравнини ktt = , където { } ,...2,1, ±±=ktk  е дадена редица от моменти 

на  импулсно въздействие. Операторът tΑ  се определя само за ktt = , като се задава 

редицата от оператори ,: Ω→ΩΑk   ),()( xIxxxx kkk +==Α→ ψ   ,...2,1±±=k . 

 Системите от този клас се записват по следния начин: 

          (12)                                     ),,( xtfx =&      ,ktt ≠                                                                                                                

          (13)                           ))(()( kkk txItx =∆   ,   ,...2,1±±=k ,                             

където )()()( kkk txtxtx −=∆ + , .,...2,1,: ±±=→Ω kRI n
k  

         Нека ...... 2101 <<<<< − tttt и ±∞=
±∞→

k
k

tlim . 

 С ),;()( 00 xttxtx = е означено решението на система (12),  (13), което 

удовлетворява следното начално условие 

          (14)                                                  0 0( )x t x+ =                                          

         Решението ),;()( 00 xttxtx =  на задачата на Коши  (12), (13), (14) сe характеризира 

със следните свойства:  

(a) За 0tt =   решението )(tx  удовлетворява началното условие  (14); 

(б)  За ( ]1, +∈ kk ttt   решението )(tx   удовлетворява (12); 

(b)  B момента ktt =   решението )(tx  удовлетворява (13). 

II. Системи импулсни диференциални уравнения с променливи  импулсни 

въздействия 
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   При системите от този тип множеството tM  е редица от хиперповърхнини 

)(: xt kk τσ = , ,...2,1 ±±=k . 

Ще предполагаме, че )()( 1 xx kk +< ττ  за Ω∈x ,  ,...2,1 ±±=k  и lim ( )k
x

xτ
→∞

= ∞   за 

Ω∈x   ( lim ( )k
x

xτ
→−∞

= −∞   при  −∞→k ). 

 Системите от този клас се записват по следния начин: 

   (15)                           




±±===∆
≠=

.,...2,1)),(()),(()(

)),((),,(

ktxttxItx

txtxtfx

kk

k

τ
τ&

             

  Решението ),;()( 00 xttxtx =  на задачата на Коши  (15), (14)  e частично 

непрекъсната функция, но за разлика от  решенията на уравненията (12) , (13) и (14)  

точките на прекъсване зависят от самото решение. Системите от този клас са 

значително по-труден за изучаване обект, в сравнение със системите с фиксирани 

моменти на импулсно въздействие.  

Един от основните проблеми свързани с тези системи е явлението “биене” на 

решението [21, 41]. Това е случая, в които интегралната крива на дадено решение 

среща някоя хиперповърхнина kσ  няколко или безброй много пъти в различни моменти.  

Част от трудностите при изучаване на системи от вида (15) са свързани с възможността 

различни интегрални криви да се слеят след импулс, възможността за загиване на 

решението и др.  

Очевидно системите импулсни диференциални уравнения с фиксирани моменти на 

импулсно въздействие могат да се разглеждат като частен случай на системите от този 

вид. Ако  ,...2,1, ±±== ktt k  са фиксирани моменти от време и въведем означението 

( ){ }kk ttRxt =Ω×∈= ,,σ , тогава системата от втория клас се редуцира до система от 

първия клас. 

Разгледани са редица теореми свързани с условия за отсъствие на явлението 

“биене”  продължимост на решенията наляво и надясно, единственост на решенията и 

представяне на решенията с матрица на Коши. 

В този параграф са описани и класовете от частично непрекъснати  функции  на 

Ляпунов които се използват в Трета глава. 

 

 

Въведени са означенията  

                      ( ) ( ) ( ){ } k
k

kkk GGxtxRxtG
,...2,1

1 ,:,
±±=

− =<<Ω×∈= Uττ . 
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Дефиниция 1.1.15. Ще казваме, че функцията +→Ω× RRV :  принадлежи на 

класа от функции 0V ,  ако са изпълнени условията: 

1.  Функцията ),( xtV  е непрекъсната в G  и е локално Липшицова по втория си 

аргумент във всяко едно от множествата kG , ,...2,1±±=k . 

2. За всяко ,...2,1±±=k  и kxt σ∈),( *
0

*
0  съществуват и са крайни границите  

                    ),(lim),(

),(

),(),(

*
0

*
0

*
0

*
0

xtVxtV

kGxt

xtxt

∈
→

−
=      и     ),(lim),(

1

*
0

*
0

),(

),(),(

*
0

*
0 xtVxtV

kGxt

xtxt

+∈
→

+
=  

и е  валидно равенството    ),(),( *
0

*
0

*
0

*
0 xtVxtV =

−
. 

        Нека функцията ∈V 0V  и Gxt ∈),( .   Дефинирана е  производната 

                   (15 ) ( , )D V t x& )].,()),(,([
1

suplim
0

xtVxtfxtV −++=
+→

δδ
δδ

 

Класът от функции на Ляпунов 0V   се използва и за изследване на качествените 

свойства на  решенията на системи диференциални уравнения с фиксирани моменти на 

импулсно въздействие (12), (13). В този случай ,)( kk tx ≡τ   ,...2,1 ±±=k , kσ   са  

хиперравнини  в  1+nR ,  множествата kG  имат вида  

                                { }kkk tttRxtG <<Ω×∈= −1:),( ,  

 а условието 2  на Дефиниция 1.1.15 се заменя със следното условие: 

    2’.  За всяко ,...2,1±±=k  и Ω∈x   съществуват и са крайни границите  

                              ),(lim),( xtVxtV

k

k
k

tt

tt

<
→

− =    и   ),(lim),( xtVxtV

k

kk

tt

tt

>
→

+ = , 

а също е валидно равенството 

                                                     ),(),( xtVxtV kk
=− . 

         За ,...2,1, ±±=≠ ktt k  дясната производна на функцията на Ляпунов 0VV ∈  върху 

решенията на система (12), (13)  е дефинирана чрез равенството  

                   (12 ) ( , ( ))D V t x t+ ))].(,())(,([
1

suplim
0

txtVtxtV −++=
+→

δδ
δδ

 

Във Трета глава  ще използваме и следните класове от частично непрекъснати 

функции на Ляпунов  
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     ( ]{ иttвтинепрекъснаRRVV kk Ω×Ω×→Ω×Ω×= −
+ ,,: 11  

                         
( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0, , , ,
lim , , , ,

k

k

k
t x y t x y

t t

V t x y V t x y+

→
>

= 


. 

Дефиниция 1.1.16. Ще казваме, че функцията 1VV ∈   принадлежи на класа от 

функции 2V ,  ако са изпълнени условията: 

1. ( ) RttV ∈= ,00,0, . 

2. Функцията V  е локално Липшицова по отношение на втория и третия си 

аргумент, т.е. при Ω∈Ω∈ 2121 ,,, yyxx  за всяко Rt ∈  съществува положителна 

константа 1H  такава, че 

                  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 1 2, , , ,V t x y V t x y H x x y y− ≤ − + − .              

за всяко , 1, 2,...kG k = ± ± .   

Нека   [ ] [ ]2, , , , ,kV V t t x PC R y PC R∈ ≠ ∈ Ω ∈ Ω .    

Въведена е  и     

( ) ( )( )tytxtVD ,,+  

               ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]tytxtVtytftytxtftxtV ,,(,,,,(
1

suplim
0

−+++=
+→

δδδ
δδ

. 

           Приведени са и основните теореми за сравнение, които се използват в 

дисертационния труд. Сравнителният метод се състои в изследване на връзките, които 

съществуват между дадената система и сравнителна система зададената така, че от 

определен вид свойства на сравнителната система да следват съответните свойства  на 

изследваната система.         

Параграф 1.2. е посветен на теорията на почти периодичните редици и от  [21] са  

използвани основните дефиниции и свойства на почти периодичните редици от вектори 

и реални числа.  

Разгледана е редицата { }, , 1, 2,...n
k kx x R k∈ = ± ±  и нека 0>ε  е произволно  

число. 

Дефиниция 1.2.1.  Цялото число p  ще наричаме ε -почти период на редицата  

{ } ,...2,1, ±±=kxk , ако 

                                                          ε<−+ kpk xx .                                        

Дефиниция 1.2.2.   Редицата { }, 1, 2,...kx k = ± ±  ще наричаме почти периодична,  
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ако за произволно 0>ε  съществува относително плътно множество от ε -почти 

периоди, т.е. съществува  естествено число ( )εNN =  такова, че за произволно цяло 

число k  измежду целите числа принадлежащи на интервала [ ]Nkk +, , съществува поне 

едно число p , за което е изпълнено неравенството от Дефиниция 1.2.1. 

Разгледано е пълното доказателство на следните теореми: 

Теорема 1.2.3.   Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Редицата  { } αВxk ⊂   е почти периодична. 

        2. Функцията ( )xfy =  е равномерно непрекъсната в αВ . 

        Тогава: 

1. Редицата { }kx  е ограничена. 

 2. Редицата { } ( ) ,...2,1,, ±±== kxfyy kkk  е почти периодична. 

Теорема 1.2.4.   Нека са изпълнени следните условия: 

            1.  Редиците  { } ,...2,1,...,2,1, =±±= mkxm
k

  са почти периодични. 

            2. Съществува границата   { } ,...2,1, ±±=kyk  на редиците  

{ }, 1, 2,...,
k

mx k m= ± ± → ∞ . 

        Тогава редицата  { } ,...2,1, ±±=kyk  е почти периодична. 

Теорема 1.2.5.   Редицата  { }, 1, 2,...kx k = ± ±   е почти периодична, тогава и 

само тогава, когато за всяка редица от цели числа   { } ,...2,1, ±±=imi  съществува  

подредица { }
jim  такава, че редицата 









+ jimkx  е сходяща при j → ∞  равномерно по 

отношение на ,...2,1±±=k . 

Теорема 1.2.7.   Нека редиците  { } { } n
kkkk Ryxkyx ∈±±= ,,...,2,1,,   са  почти 

периодични. Тогава за произволно 0>ε  съществува относително плътно 

множество съставено от общите им −ε почти периоди . 

   

 В цялата работа е  използвано следното множеството  

                { }






 ±∞=±±=<∈=Β

±∞→
+ k

k
kkkk tkttRtt lim,...,2,1,,, 1 , 

 съставено от неограничени растящи редици от реални числа и с ( )atti +,  е означен 

броя на точките kt  в интервала ( ]att +, . 

Разглеждани са и редиците { } ,...2,1,...,2,1,, ±±=±±=−= + jktttt kjk
j

k
j

k .  
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Дефиниция 1.2.10.  Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...2,1, ±±=jk  се 

нарича равномерно почти периодично, ако за произволно 0>ε  съществува 

относително плътно множество от  техните −ε почти периоди . 

Пример 1.2.11.  [21]   Нека { } ,...2,1,, ±±=∈ kRkk αα е почти периодична редица 

такава, че 
1, 2,...

sup , 0
2k

k

A
Aα α

=± ±
= < >  и нека       

                                , , 1, 2,...k k kt kA R kα α= + ∈ = ± ± .  

Тогава 1 2 0k kt t A α+ − ≥ − >  и ±∞=
±∞→

k
k

tlim . 

Нека 0>ε  и  p  е 
2

ε
- почти период на редицата { }kα . Тогава за произволни цели 

числа k  и j  е изпълнено неравенството 

                              εαααα <−+−=− +++++ kpkjkpjk
j

k
j

pk tt , 

което показва, че редицата  { }j
kt   е равномерно почти периодична. 

Пример 1.2.12.  [94]  Нека kk kt α+= , където 

                                              ,..2,1,2coscos
4

1 ±±=−= kkkkα . 

Редицата  { }kt  е строго растяща, тъй като  

                       ( ) ( )
2

1
2coscos

4

1
21cos1cos

4

1
11 ≥−−+−++=−+ kkkktt kk  

и лесно може да се провери, че ±∞=
±∞→

k
k

tlim . 

Доказано е, че множеството от редици { }j
kt  е равномерно почти периодично.  

По-нататък са разгледани следните основни свойства на  равномерните почти 

периодични редици. 

Лема 1.2.13. [21]  Нека множеството от редици { },j
kt   kjk

j
k ttt −= +  ,...2,1, ±±=jk  

е равномерно почти периодично. Тогава за всяко 0>p  съществува положително 

цяло число N  такова, че всеки интервал с дължина p   притежава не повече от 

N   елемента на редицата  { }kt  и  

                                                        ( ) ( ) NstNtsi +−≤, .                                       

Лема 1.2.14. [21]  Нека множеството от редици { },j
kt   kjk

j
k ttt −= + , ,...2,1, ±±=jk  

е равномерно почти периодично. Тогава за всяко 0>ε  съществува положително 
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число ( )εll =  такова, че всеки интервал A  с дължина l   съществува такъв 

подинтервал  AII ⊆,   и цяло q   такова, че 

                                      Irkrt q
k ∈±±=<− ,...,2,1,ε .                         

Лема 1.2.15.  [91]  Нека множеството от редици { },j
kt   kjk

j
k ttt −= + , 

,...2,1, ±±=jk  е равномерно почти периодично и  функцията ( )tΦ  е почти 

периодична в смисъл на Бор. Тогава за всяко 0>ε  съществува положително число 

( )εll =  такова, че всеки интервал A  с дължина l  съществува подинтервал  

AII ⊆,  и цяло q   такова, че 

                                      ( ) ( ) εε <Φ−+Φ<− trtrt q
k , ,  

за всички    RtIrk ∈∈±±= ,,...,2,1 . 

Лема 1.2.16.  [91]  Нека множеството от редици { },j
kt   kjk

j
k ttt −= +   

,...2,1, ±±=jk е равномерно почти периодично, а функцията ( )tΦ  е почти 

периодична в смисъл на Бор. Тогава редицата ( ){ }, 1, 2,...kt kΦ = ± ±  е почти 

периодична. 

 В следващата дефиниция класическото разглеждане на Бохнер [51,52] за почти 

периодичност е приложено към множеството   Β . 

Дефиниция 1.2.17.  Ще казваме, че множеството Β∈T  е почти периодично, ако  

за всяка редица { }ms'  от реални числа следва, че съществува подредица 

{ }
nmnn sss ', = ,  която  е равномерно сходяща при ∞→n  към множество BT ∈1 . 

Лема 1.2.18.   Множеството от редици  { },j
kt   kjk

j
k ttt −= + , ,...2,1, ±±=jk е 

равномерно почти периодично тогава и само тогава, когато за всяка редица от 

реални числа { }ms'   следва, че съществува подредица { }
nmnn sss ', =  такава, че 

редицата { }nkn stsT +=+  е равномерно сходяща при ∞→n   в множеството B .  

    В изследванията за съществуване на  почти периодични решения на импулсни 

диференциални уравнения е важен въпросът за отделимост от нулата на редиците 

от вида { } Β∈kt ,  т. е. в цялата работа се предполага, че е изпълнено е неравенството  

                                                          0inf 1

,...2,1
>=

±±=
θk

k
t . 
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Използвано е и множеството UAPS , Β⊂UAPS , за което редиците { },j
kt , 

kjk
j

k ttt −= + , ,...2,1, ±±=jk  образуват равномерно почти периодично множество и 

0inf 1 >= θkk
t . 

Параграф 1.3.1.  е свързан с почти периодични частично непрекъснати функции и  

техните свойства,  които се използват в останалата част от дисертацията. 

Въведена е следната основна дефиниция. 

         Дефиниция 1.3.1. Функцията [ ]nRRPC ,∈ϕ  се нарича почти периодична,  ако: 

(а)  { } UAPStk ∈ .  

(б) за всяко  0>ε   съществува положително число ( )εδδ =   такова, че ако 

точките 't  и ''t  са от един и същи интервал на непрекъснатост на функцията ( )tϕ  и 

удовлетворяват неравенството δ<− ''' tt , то ( ) ( ) εϕϕ <− ''' tt . 

(в)  за всяко 0>ε  съществува  относително плътно множество T  такова, че ако 

Tτ ∈ , то  ( ) ( ) εϕτϕ <−+ tt  за всяко  Rt ∈ , което удовлетворява условието 

,...2,1, ±±=>− ktt k ε . 

Елементите на множеството T  ще наричаме −ε почти периоди . 

Пример 1.3.2. [94]  Нека { }, 1, 2,..., n
k kk Rµ µ= ± ± ∈  е почти периодична редица, 

a { } UAPStk ∈ . Тогава стъпаловидната функция ( ) ,k k kt t t tϕ µ= < ≤  е почти 

периодична.  

Разгледани са и са доказани  следните свойства на почти периодичните функции. 

Теорема 1.3.3.  Ако [ ]nRRPC ,∈ϕ   e почти периодична функция, то тя е 

ограничена. 

Теорема 1.3.4.  Ако [ ]nRRPC ,∈ϕ  е почти периодична функция, то за всяко  

0>ε  съществува относително плътно множество от интервали с дължина 

εγγ <<0, , което съдържа −ε почти периоди на функцията ( )tϕ . 

Теорема 1.3.5.  Нека [ ]nRRPC ,∈ϕ   е почти периодична функция с област от 

стойности nY R⊂ . Ако функцията ( )yF  е равномерно непрекъсната и дефинирана 

над  Y , то функцията ( )( )tF ϕ  е почти периодична. 
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Теорема 1.3.6.  За две  почти периодични функции с точки на прекъсване от 

редицата { } UAPStk ∈  и за произволно 0>ε   съществува относително плътно 

множество от общите им −ε почти периоди. 

Теорема 1.3.7.  Сумата от  две  почти периодични функции с точки на 

прекъсване от редицата { } UAPStk ∈  е почти периодична функция. 

За следната система импулсни диференциални уравнения 

                             
( )





±±=+=∆
≠+=

,...,2,1)),(()()(

,),(

ktxItxBtx

tttfxtAx

kkkkk

k&
                  

където [ ]nnRRCA ×∈ ,  е почти периодична в смисъл на Бор матрична функция, { } ,Β∈kt  

[ ]nRRPCf ,∈ , [ ]nn
k

nn
k RRCIRB ,, ∈∈ ×  , ,..2,1±±=k .. е доказана следната лема. 

Лема  1.3.9.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  ( )stU ,  е фундаментална матрица на системата ( )xtAx =& . 

2.  ( )tf  е почти периодична функция. 

3. Редиците { }, n
k kI I R∈  и  { }, , 1, 2,...n n

k kB B R k×∈ = ± ±  са почти периодични. 

4.  Редицата  { } UAPStk ∈ . 

Тогава за всяко 0>ε  и всяко 0>θ  съществува εεε << 11 0,  и 

относително плътно множество T  от релни числа и множествo P  от цели числа 

такива, че са изпълнени следните релации: 

(a) ( ) ( ), , , , , , 0U t s U t s t s R T t sτ τ ε τ θ+ + − < ∈ ∈ ≤ − ≤ ; 

(б) ( ) ( ) , , , , 1, 2,...kf t f t t R T t t kτ ε τ ε+ − < ∈ ∈ − > = ± ± ; 

(b) ,...2,1,, ±±=∈<−+ kPqBB kqk ε ; 

(г) ,...2,1,, ±±=∈<−+ kPqII kqk ε ; 

(д) , , , 1, 2,...q
kt r q P r T kε− < ∈ ∈ = ± ±  . 

                          

Разгледана е и следната  дефиниция за почти периодични частично 

непрекъснати функции. 

Нека за ( ) Β→Β∪Β∈ :,, PTsPT  е такова изображение, че ( )PTs ∪ образува 

строго растяща редища и ако RD ⊂  нека за всяко 0>ε , ( ) { }DttD ∈+= ,εθε , 

( ) ( ){ }DDF εε θI= . 
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С ( )( )Tt ,ϕφ =  ще означаваме елемент от пространството [ ] Β×nRRPC ,   и за 

всяка редица от реални числа { } ,...2,1, =nsn  с φθ
ns  означаваме  

( ){ } [ ] Β×⊂−+ n
nn RRPCsTst ,,ϕ , където  

                      { },...2,1,...,2,1, =±±=−=− nkstsT nkn . 

Дефиниция 1.3.10.  Редицата { } ( )( ) [ ] Β×∈= n
nnnn RRPCTt ,,, ϕφφ  е сходяща  към 

( )( ) ( )( ) [ ] Β×∈= nRRPCTtTt ,,,, ϕϕφ  тогава и само тогава, когато за всяко 0>ε  

съществува 00 >n  такова, че за 0nn ≥  следва, че неравенствата  

                                 ( ) ( ) ( ) εϕϕερ <−< ttTT nn ,, , 

където ( )nTT ,ρ  е произволно разстояние в Β ,  са изпълнени за всяко 

( )( )TTsFRt n Uε\∈ . 

Дефиниция 1.3.11.  Функцията ],[ nRRPC∈ϕ  се нарича почти периодична 

частично непрекъсната функция с точки на прекъсване от първи род в множеството 

T ∈Β , ако за всяка редица от реални числа { }ms'  следва, че съществува подредица 

{ }
nmnn sss ', =  такава, че φθ

ns е равномерно сходяща в [ ] Β×nRRPC , . 

Разгледана е система от импулсни диференциални уравнения  от вида (12),  (13), 

където { } Β∈kt  при условие, че са изпълнени следните условия: 

H1.3.1. Функцията ( )xtf ,  е почти периодична по t  равномерно при Ω∈x . 

H1.3.2. Редицата ( ) ,...2,1, ±±=kxIk  е почти периодична равномерно при Ω∈x . 

H1.3.3. { } UAPStk ∈ . 

Тогава, ако  { }ms'  е произволна редица от реални числа, то съществува 

подредицата { }
nmnn sss ', = такава, че редицата ( ){ }xstf n ,+  е равномерно сходяща 

към функцията ( ){ }xtf s ,   и от Лема 1.2.18 следва, че множеството от редици 

{ } ,...2,1, ±±=− kst nk  е сходящо към редицата { }s
kt  равномерно по отношение на 

,...2,1±±=k при ∞→n . 

По-нататък с  { }
ink  е означена редицата от цели числа такива, че подредицата 

{ }
inkt  е равномерно сходяща по отношение на ,...2,1±±=k при ∞→i . 

Тогава за всяка редица  { }ms'  системата (12) , (13) се “премества”  в   
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(16)                                  







±±==∆

≠=

,...,2,1)),(()(

,),,(

ktxItx

ttxtfx

s
k

s
k

s
k

s
k

s&
                         

която е  означена с ),,( kk tIfH . 

В Трета глава е използван  и следният клас от частично непрекъснати функции  

аналогични на функциите на Ляпунов и свързани със системите от вида (16). 

Дефиниция  1.3.13.  Ще казваме, че функцията +→Ω× RRW :   

принадлежи на класа от функции 0W ,  ако са изпълнени условията: 

1. W   е непрекъсната при  ( ) s
kttRxt ≠Ω×∈ ,,  , ,...2,1±±=k  и ( ) 00, =tW , 

Rt ∈ . 

2. Функцията W  е локално Липшицова по отношение на втория си аргумент.  

3. За всяко ,...2,1±±=k  и x ∈Ω   съществуват и са крайни границите  

                  ),(lim),( xtWxtW

s
k

s
k

k

tt

tt

s

<

→

− =    и   ),(lim),( xtWxtW

s
k

s
k

k

tt

tt

s

>

→

+ = , 

а също е валидно равенството   ),(),( xtWxtW s
k

s
k

=− . 

Въведено е  означението      

       ( )( ) ( ) ( ) ( ))],(),(,([
1

suplim,
0

txtWtxtftxtWtxtWD s

h
−++=

+→

+ δδ
δ

, 

където [ ]Ω∈ ,RPCx . 

Втора глава  е посветена на основните резултати за съществуване и единственост 

на почти периодични частично непрекъснати решения на системи импулсни 

диференциални уравнения.  Главата се състои от 8 параграфа, в които са разгледани 

основни видове импулсни диференциални уравнения и с помощта на  оценки на 

функцията на Грийн, оценки на матрицата на Коши, отделяне на решенията и други 

методи са  получени достатъчни условия за съществуване, както и са изследвани някои 

от основните  свойства  на почти периодичните  решения. 

Параграф 2.1. разглежда въпроси свързани със  съществуване и единственост на 

почти периодични решения  на хиперболични системи импулсни диференциални 

уравнения.  

Разгледани са следните системи импулсни диференциални уравнения с фиксирани 

моменти на импулсно въздействие  
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       (17)                                     
( )





±±==∆
≠+=

,...2,1,)(

,),(

kbtz

tttfztAz

kk

k&
                                  

и 

       (18)                                  
( )

( )



±±==∆
≠+=

,...,2,1,)()(

,),,(

ktzItz

ttztFztAz

kkk

k&
                                                                                          

където { } nnn
k RRfRRAtRt →→Β∈∈ × :,:,, , n

k Rb ∈ , ,: nRRF →Ω×  

,: n
k RI →Ω  ,...2,1±±=k . 

 С ( ) ( )00,; zttztz =  е означено решението на съответната на (17) и (18) хомогенна 

система ( )ztAz =&  и е дадена следната дефиниция. 

Дефиниция 2.1.1. [98] Хомогенната система ( )ztAz =&  се нарича хиперболична, 

ако съществуват константи 0,0 >> λα  и за всяко Rt ∈   съществуват  линейни 

пространства )(tM +  и )(tM − ,  директната външна сума на които e 

nRtMtM =⊕ −+ )()(  такива, че ако )(0 tMz +∈  и 0tt ≥  е изпълнено неравенството 

                                                            ( ) ( )0
000,; ttezzttz −−≤ λα , 

докато при )(0 tMz −∈  и  0tt ≤   е изпълнено неравенството 

                                                            ( ) ( )0
000,; ttezzttz −≤ λα . 

 Въведени са следните условия: 

Н2.1.1. Матричната функция ],[ nnRRCA ×∈  е почти периодична в смисъл на Бор. 

Н2.1.2. Функцията ],[ nRRCf ∈  е почти периодична. 

Н2.1.3. Редицата { } ,....2,1, ±±=kbk  е почти периодична. 

H2.1.4. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Н2.1.5.  ],[ nRRCF Ω×∈  е почти периодична по отношение  на t  равномерно по 

отношение на z ∈Ω . 

Н2.1.6. Редицата от функции { } ,...2,1],,[, ±±=Ω∈ kRCII n
kk  е почти периодична по 

отношение  на k  равномерно по отношение на z ∈Ω . 

С помощта на Лема 2.1.2 и  Лема 2.1.3 са доказани следните основни  теореми. 
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Теорема  2.1.4.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са условията Н2.1.1-Н2.1.4. 

            2. Системата z Az=& е хиперболична. 

Тогава за система (17) съществува единствено почти периодично решение, 

което е  експоненциално  устойчиво. 

Теорема  2.1.5.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са условията Н2.1.1 и Н2.1.4-Н2.1.6. 

2. Системата ( )ztAz =&  е хиперболична. 

3. Функциите ( )ztF ,  и ( )zIk  са  Липшицови с константа 0>L  по отношение 

на променливата hBz ∈  или  

                         ( ) ( ) ( ) ( ) hkk BzzzzLzIzIztFztF ∈−≤−+− 21212121 ,,,, , 

и са ограничени, т.е. съществува константа  01 >H   такава, че  

                       ( ) ( ) 1
, 1, 2,...,

max sup , sup
h h

k
t R z B k z B

F t z I z L
∈ ∈ =± ± ∈

 + = < ∞ 
 

. 

4.  Изпълнени са неравенствата 

                                                   1 1

2

1

a aN
L L h

e λλ −+ <
−

, 

                                                        1
1

2 <
−

+ −λλ e

Na
L

a
L . 

Тогава съществува единствено почти периодично решение на система (18).  

В параграф 2.2 са приведени  основните резултати получени при изследванията 

за съществуване на почти периодични решения,  за системи интегро-диференциални 

уравнения от вида 

         (19)                          
( ) ( ) ( ) ( ) ( )










±±==∆

≠++= ∫

,...,2,1),()(

,,,

0

ktxBtx

tttfdssxstKtxtAx

kkk

k

t

t

&
                  

където  { } 2, , [ , ], [ , ],n n n n
kt R t A PC R R K PC R R× ×∈ ∈Β ∈ ∈  ],[ nRRPCf ∈ , 

nn
k RB ×∈ , ,...2,1±±=k . 

  Разгледани са  и слабо нелинейната система интегро-диференциални уравнения 

от вида  
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           (20)                   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )










±±==∆

≠++= ∫

,...,2,1),()(

,,,,

0

ktxBtx

tttxtFdssxstKtxtAx

kkk

k

t

t

&
   

 където ( ) ],[, nn RRRPCxtF ×∈  , както и  

           (21)                

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )















=

±±=+=

≠≠+=
∂

∂

+

∫

,),(

,...,2,1),,(),(

,,,,,
,

0

EssR

kstRBEstR

tttsdvsvRvtKtxtA
t

stR

kkk

kk

t

t

                

  където ( )stR ,  e nn ×  матрична функция, а E  e eдиничната nn ×  матрица. 

 Въведени са следните условия: 

Н2.2.1. Съществува nn ×  матрична функция  ( )stR ,  , която удовлетворява (21).  

Н2.2.2. ( ) ,...2,1,0det ±±=≠+ kBE k . 

Н2.2.3. ( ) ( )[ ] [ ].,0,, µααµ >−≤− ttRtA   означава логаритмична норма. 

Н2.2.4. ( )tА  е почти периодична nn ×  матрична функция.   

Н2.2.5.  Редицата { }, 1, 2,...kB k = ± ±  e почти периодична . 

Н2.2.6. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Н2.2.7. Матрицата ( )stK ,  е почти периодична по диагонал, т.е. за всяко 0>ε , 

множеството ( )ε,KT , което е съставено от ε -почти периоди на ( )stK , , такива, че е 

изпълнено  неравенството 

                                                        ( ) ( )
( )

,,, 2
st

estKstK
−−

≤−++
α

εττ  

където ( )ετ ,, KTst ∈>  е относително плътно в R . 

Н2.2.8. ( ) , , nf t f PC R R ∈     е почти периодична. 

Н2.2.9. ( )xtF ,  е почти периодична по отношение  на t  равномерно по отношение на 

Ω∈x . 

   С помощта на Лема 2.2.2, Лема 2.2.4 и Лема 2.2.5 са доказани следните основни 

теореми.  

 



 28 

Теорема   2.2.6.  Нека са изпълнени условията  Н2.2.1-Н2.2.8.  

Тогава за система (19) съществува единствено почти периодично решение 

( )tϕ  такова, че                          

                                                      ( ) ( )sf
K

t
ts<

≤ max
2 1

α
ϕ  ,                                    

което е експоненциално устойчиво. 

Теорема   2.2.7.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са  условията  Н2.2.1-Н2.2.7 и условието  Н2.2.9.  

2. Функцията ( )xtF ,  е Липшицова  с константа 0>L  по отношение на 

променливата hBx ∈ , т.е. 

                                ( ) ( ) hBxxxxLxtFxtF ∈−≤− 212121 ,,,,  

и e равномерно ограничена, т.е. съществува константа  0>G   такава, че  

                                                  ( ) hxGxtF << ,, . 

3. Изпълнени са неравенствата 

                                                        1, 11 <<
αα

GK
h

K
.                               

Тогава за система (20) съществува единствено почти периодично 

експоненциално устойчиво решение. 

Параграф 2.3 е посветен на  условията за съществуване на почти периодични 

решения на системи силно смутени импулсни диференциални уравнения при наличие на 

колонна доминанта 

Разгледана е системата 

         (22)                   
( ) ( ) ( )

( )( )



±±=++=∆
≠++=

,...,2,1,,)()(

,,,,

ktxXgtxBtx

ttxtXtgxtAx

kkkkkk

k

µµ
µµ&

                 

където  { } ,:,:,, nnn
k RRgRRAtRt →→Β∈∈ × RM ⊂∈µ , nRMRX →×Ω×: , 

 n
k

n
k

nn
k RMXRgRB →×Ω∈∈ × :,, ,  ,...2,1±±=k . 

Разгледана е и генериращата система  

(23)                              
( ) ( )





±±=+=∆
≠+=

,....2,1,)()(

,,

kgtxBtx

tttgxtAx

kkkk

k&
                     

Дадена е следната дефиниция. 
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Дефиниция   2.3.2. [83]  Ще казваме, че матрицата ( )tA  e с колонна доминанта с 

параметър 0>α  в интервала [ ]ba,  , ако  

                                         ( ) ( ) 0<−≤+ ∑
≠

α
ij

ijii tata , 

за всяко nji ,...,2,1, =   и  [ ]bat ,∈ . 

Въведени са  следните условия: 

Н2.3.1. ],[ nnRRCA ×∈  е почти периодична в смисъл на Бор. 

Н2.3.2.  Редицата { }, 1, 2,...kB k = ± ±  е почти периодична. 

Н2.3.3.  ( ) ,...2,1,0det ±±=≠+ kBE k . 

Н2.3.4. ],[ nRRPCg ∈  е почти периодична. 

Н2.3.5. Редицата { } ,....2,1, ±±=kgk  е почти периодична. 

Н2.3.6. Функцията [ ]nRMRCX ,×Ω×∈  e почти периодична по t  равномерно по 

отношение на ( ) Mx ×Ω∈µ,  и  удовлетворява условието на Липшиц с константа 01 >l  

при hByx ∈,  или  

                               ( ) ( ) ,,,,, 1 yxlytXxtX −≤− µµ  

за всяко MRt ∈∈ µ, .  

Н2.3.7. Редицата от функции ( ){ } [ ] ,...2,1,,,, ±±=×Ω∈ kRMCXxX n
kk µ  е почти 

периодична  равномерно по ( ) Mx ×Ω∈µ,  и  удовлетворява условието на Липшиц с 

константа 02 >l  по отношение на променливата hBx ∈  или  

                                  ( ) ( ) ,,, 2 yxlyXxX kk −≤− µµ  

за всяко Mk ∈±±= µ,...,2,1 .  

H2.3.8. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

За доказателството на основните резултати са използвани Лема 2.3.3, Лема 2.3.4 

и Лема 2.3.5. Тогава е доказана следната основна теорема: 

Теорема  2.3.6.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са условията  Н2.3.1- Н2.3.8. 

2.  Съществува положителна константа 1L   такава, че  
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( )

( )
( )

( )
, ,

1
1, 2,...

max sup , , sup ,
x M x M

k
t R k

X t x X x L
µ µ

µ µ
∈Ω× ∈Ω×

∈ =± ±

 
 + ≤
 
 

. 

         3. За генериращата система (23) съществува единствено почти периодично 

решение. 

Тогава съществува положителна константа  M∈00, µµ  такава, че : 

1.  За всяко 0µµ <  и 1, CCBx C <∈ , където 1C  е от Лема 2.3.4 съществува 

единствено почти периодично решение на (22). 

2. Съществува  положителна константа  L   такава, че : 

               ( ) ( ) .2,1,,,,, 02121 =<∈−≤− iRtLtxtx i µµµµµµ  

3. При ( )µµ ,,0 tx→  клони към единственото почти периодично решение на 

(23). 

4. Решението  ( )µ,tx   е  експоненциално  устойчиво. 

Доказаната теорема и Лема  2.3.7   са използвани за изледвания на система 

импулсни  диференциални уравнения от Лиенардов тип (Пример 2.3.8), за които са 

приложени получените резултати при наличие на колонна доминанта (неравенства 

2.3.8). Получените резултати са оформени в Теорема 2.3.9. 

В тази част са разгледани и по общите системи (2.3.9) и (2.3.10), за които при 

наличие и на условията Н2.3.9-Н2.3.10 е доказана Теорема 2.3.10, която гарантира 

съществуването на почти периодични експоненциално устойчиви решения за 

посочените системи. 

            Праграф 2.4. е свързан с почти периодични решения на системи импулсни 

диференциални  уравнения и смущения на линейната част 

Разглеждани са  системите  импулсни диференциални уравнения 

   (24)                           
( ) ( )

( )



±±=+=∆
≠+=

,...,2,1,)()(

,,

kltxAtx

tttfxtAx

kkkk

k&
                        

където { } ,:,:,, nnn
k RRfRRAtRt →→Β∈∈ ×  ,, n

k
nn

k RlRA ∈∈ ×
 ,...2,1±±=k ,  

системите импулсни диференциални уравнения със смущения в линейната част от вида 

             (25)                    
( ) ( )( ) ( )

( )



±±=++=∆
≠++=

,...,2,1,)()(

,,

kltxBAtx

tttfxtBtAx

kkkkk

k&
                      

и 
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              (26)                  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )



±±=++=∆
≠++=

,...,2,1,)()()(

,,,

ktxItxBAtx

ttxtFxtBtAx

kkkkkk

k&
           

където  ,:,,:,: n
k

nn
k

nnn RIRBRRFRRB →Ω∈→Ω×→ ××  ,...2,1±±=k . 

Въведени са  следните условия: 

Н2.4.1. Матричната функция ],[ nnRRCA ×∈  е почти периодична в смисъл на Бор. 

Н2.4.2. ( ) ,...2,1,0det ±±=≠+ kAE k  и редицата { } ,...2,1, ±±=kAk  е почти периодична. 

H2.4.3. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Н2.4.4. Функцията ],[ nRRPCf ∈  е почти периодична. 

Н2.4.5. Редицата { } ,...2,1, ±±=klk  е почти периодична. 

Н2.4.6. [ , ]n nB C R R ×∈  е почти периодична в смисъл на Бор. 

Н2.4.7.  Редицата { } ,...2,1, ±±=kBk  е почти периодична. 

В Леми 2.4.1-2.4.7 са дадени основните резултати необходими за 

доказателството на следните теореми: 

Теорема  2.4.7.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са условията  Н2.4.1- Н2.4.7. 

2. За система (24) съществува единствено почти периодично решение. 

Тогава съществува константа  00 >d    такава, че за ( )0,0 dd ∈  

система  (25) притежава единствено почти периодично решение ( )tϕ , за което 

                     ( ) ( )













+≤

±±=∈
k

kRt
ltfCt

,...2,1
supsupmaxϕ ,    0>C . 

Теорема  2.4.8.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са условията  Н2.4.1- Н2.4.7. 

2. За система (24) съществува единствено почти периодично решение. 

Тогава съществува константа 00 >D    такава, че 

                                    ( ) 0
00

DBdB
ktt

k
t

<+ ∑∫
<

∞
σσ , 

и за всяко ( )0,0 DD ∈  система  (25) притежава единствено почти периодично 

решение ( )tϕ , за което 



 32 

                         ( ) ( )













+≤

±±=∈
k

kRt
ltfCt

,...2,1
supsupmaxϕ ,      0>C . 

По-нататък в този параграф са въведени на  следните условия: 

Н2.4.8. Функцията [ ]nRRCF ,Ω×∈   e почти периодична по t  равномерно по отношение 

на Ω∈x  и  удовлетворява условието на Липшиц с константа 0>L  или при hByx ∈,   

                                     ( ) ( ) ,,, yxLytFxtF −≤−  

за всяко Rt ∈ .  

Н2.4.9. Редицата от функции ( ){ } [ ] ,...2,1,,, ±±=Ω∈ kRCIxI n
kk  е почти периодична  

равномерно по Ω∈x  и  удовлетворява условието на Липшиц с константа 0>L  или при 

hByx ∈,  

                                   ( ) ( ) ,yxLyIxI kk −≤−  

за всяко ,...2,1±±=k .  

 Доказана е  подобна теорема (Теорема 2.4.11)  и за  система (26). 

Параграф 2.5.  е посветен на почти периодичните решения за силно устойчиви 

системи импулсни диференциални  уравнения и са изследвани връзките между 

условията за съществуване на почти периодични решения и силната устойчивост на 

импулсните уравнения. Използвани са частично непрекъснати функции, които са 

аналози на функциите на Ляпунов. 

Разгледана е  следната система импулсни диференциални уравнения 

(27)                                 
( )

( )



±±==∆
≠=

,...,2,1,)()(

,,,

ktxItx

ttxtfx

kkk

k&
                           

където { } ,:,, n
k RRftRt →Ω×Β∈∈  ,: n

k RI →Ω  1, 2,...k = ± ± . 

 Използвани са означенията: 

     ( ) nRyxyxyx ∈−= ,,,ρ , 

     ( ) { } nn
h RahhaxRxaB ∈><−∈= ,0,, ,            

     ( ) ( ) ( ){ },,,,,, khkhhh ttприBxIxиGxtприBxBRxt =∈+∈∈×∈=Ψ  

където множеството  G   е дефинирано в параграф 1.1.  

Въведени са следните условия и дефиниции: 



 33 

H2.5.1. Функцията [ ]n
h RBRCf ,×∈   и притежава непрекъснати частни производни по 

всички компоненти на променливата hBx ∈ . 

H2.5.2.  Функциите [ ] ,...2,1,, ±±=∈ kRBCI n
hk   и притежават непрекъснати частни 

производни по всички компоненти на променливата hBx ∈ . 

H2.5.3.  Съществува число  hhh << 00 0,   такова, че ако 
0hBx ∈ , то  

( ) ,...2,1, ±±=∈+ kBxIx hk . 

H2.5.4.  Функциите ( ) ( ) ,...2,1, ±±=+= kxIxxL kk   са такива, че ( ) hk BxL ∈−1  при  hBx ∈ . 

H2.5.5. ( ) ( ) 00,00, == kItf  при Rt ∈   и ,...2,1±±=k . 

Н2.5.6. Функцията ( )xtf ,  e почти периодична по t  равномерно по отношение на 

hBxx ∈, .  

Н2.5.7. Редицата от функции ( ){ } ,...2,1, ±±=kxIk  е почти периодична  равномерно по 

отношение на hBxx ∈, .  

H2.5.8. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Дефиниция  2.5.1.  [118]  Нулевото решение ( ) 0≡tx  на система (27) се нарича 

силно устойчиво, ако  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 00 0 : , : ; , ,0ht R x B t x t R x t t xδε δ ρ ε∀ > ∃ > ∀ ∈ ∀ ∈ ∈ Ψ ∀ ∈ < . 

Дефиниция  2.5.2.  [116]  Произволно решение ( ) ( )00 ,; xttxtx =  на система (27) 

се нарича силно устойчиво, ако  

( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )1 2 1 20 0 0 : ,R R x x t Rε η δ τ τ ρ τ τ δ∀ > ∀ > ∃ > ∀ ∈ ∨ ∀ ∈ < ∀ ∈ : 

( ) ( )( ) εττρ <++ 21 , txtx . 

По-нататък  ще използваме множеството 0V   от частично непрекъснати функции 

аналогични на функциите на Ляпунов, което е дефинирано в параграф 1.1. 

Дефиниция  2.5.3.    Ще казваме, че функцията 0VV ∈  принадлежи на класа *
0V , 

ако V  е непрекъснато диференцируема във всяко от множествата kG . 
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За всяка функция  *
0VV ∈   дефинираме функцията  

                                   ( ) ( ) ( ) ( )xtf
x

xtV

t

xtV
xtV i

n

i i
,

,,
,

1
∑
= ∂

∂+
∂

∂=& , 

при ( ) Gxt ∈, . Ако  ( )tx  е решение на (27), то  

                                ( )( ) ( )( ) kttRttxtVtxtV
dt

d ≠∈= ,,,, & . 

Дефиниция  2.5.4.  Ще казваме, че функцията 0VV ∈  принадлежи на класа **
0V , 

ако V  притежава непрекъснати частни производни от втори ред  във всяко от 

множествата kG . 

Дефиниция  2.5.5. [135]  Множеството  RSS ⊂,  ще наричаме 

(а) m−∆  множество, ако от всеки 1+m  реални числа 121 ,...,, +mτττ  можем да 

намерим  индекси ji ≠  такава, че Sji ∈−ττ ; 

(б) симетрично m−∆  множество, ако S  m−∆  множество симетрично по 

отношение на числото 0. 

 С помощта на Лема 2.5.6 е доказана следната основна теорема в този параграф 

Теорема  2.5.7. Нека са изпълнени условията Н2.5.1-Н2.5.9. Тогава всяко силно 

устойчиво ограничено решение на (27) е почти периодично. 

Разгледана е  системата 

 (28)                                    
( )

( )



±±==∆
≠=

,...,2,1,)()(

,,,

ktzJtz

ttztgz

kkk

k&
                          

където ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )txItxzIzJtxtftxztfztg kkk −+=−+= ,,,, . 

В доказателството на следващите теореми, свързани с почти периодичността на 

решенията на системите от вида (27) и (28) (Теореми 2.5.8, 2.5.13 и 2.5.15) са 

използвани дефинираните функции на Ляпунов и доказаните преди тях леми. 

          В  Параграф 2.6.  е разгледанa връзката между съществуване на дихотомии и 

съществуване на  почти периодични решения на  системи импулсни диференциални  

уравнения  

Разгледана е линейна система импулсни диференциални уравнения 

(29)                                    
( )





±±==∆
≠=

,...,2,1),()(

,,

ktxBtx

ttxtAx

kkk

k&
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където { } ,:,, nn
k RRAtRt ×→Β∈∈   ,nn

k RB ×∈ ,...2,1±±=k  и нека  

( ) ( )00,; xttxtx =  е решението на (29), което удовлетворява началното условие ( ) 00 xtx =+ . 

Въведени са следните условия: 

Н2.6.1. Матричната функция ],[ nnRRPCA ×∈  е почти периодична. 

Н2.6.2. Редицата { } ,...2,1, ±±=kBk  е почти периодична. 

H2.6.3. ( ) ,...2,1,0det ±±=≠+ kBE k . 

H2.6.4. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

С ( )stW ,   е означена матрицата на Коши за система (29). От условията Н2.6.1-

Н2.6.4 следва  че едно нетривиалното решение на тази система се задава с формулата 

( ) ( ) 000 ,,; xstWxttx = . Лесно може да се провери валидността на  релациите ( ) EttW =,  и 

( ) ( ) ( )0
1

00, tXtXttW −= , където ( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtX n,...,, 21=   е някое нетривиалното 

решение на (29). 

Използвани са следните дефиниции: 

Дефиниция 2.6.1.  Ще казваме, че линейната система  (29) притежава 

експоненциална дихотомия в R , ако съществува проектор P   и положителни константи 

βα ,,, LK   такава, че  

                                    ( ) ( ) ( ) ,,1 stKesPXtX st ≥≤ −−− α  

(30)                            ( )( ) ( ) ( ) tsLesXPEtX st ≥≤− −−− ,1 β .                      

Дефиниция 2.6.3.  Функциите [ ] [ ]Ω∈Ω∈ ,,, RPCgRPCf  ще наричаме ε –

еквивалентни  и тoзи факт ще означаваме gf
ε
~ , ако са изпълнени следните условия: 

(a) Точките на възможна дихотомия на тези функции, които преномерираме с 

означенията g
k

f
k tt ,  , допускащи краен брой повторения в R   са такива, че 

ε<− g
k

f
k tt . 

(б)  съществува строго растяща редица от числа { } { },'',' kk tt  ,'' 1+< kk tt  

,...2,1,'''' 1 ±±=< + ktt kk , за които е изпълнено 
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( ) ( )

( ) ( ) ,...2,1,''',sup
11 '',''',','

±±=>−<−
++ ∈∈

ktttgtf kk
tttttt kkkk

εε . 

С ( ) ερ inf, =gf  е означено  разстоянието между функциите [ ]Ω∈ ,RPCf  и 

[ ]Ω∈ ,RPCg , а с  ϕPC  е означено множеството от всички функции [ ]Ω∈ ,RPCf , за 

които ( )ϕρ ,f , [ ]Ω∈ ,RPCϕ  е крайно число. Лесно може да се провери, че ϕPC  е 

метрично пространство. 

Дефиниция 2.6.4. [170]  Функцията [ ]Ω∈ ,RPCϕ  се нарича почти периодична, 

ако за всяко 0>ε  множеството 

                            ( ) ( )( ){ }RRtttT ∈∈<+= τεϕτϕρτ ,,,:  

е относително плътно в R . 

 По-нататък с { } IiMD i ∈= ,  е означена фамилията от изброими множества от 

реални числа, неограничени отгоре и отдолу, без крайни точки на сгъстяване, където I  

е изброимо индексно множество. Нека 1M  и 2M  са подмножества в  D . 

 Дефиниция 2.6.6.  Множествата 1M  и 2M  се наричат ε -еквивалентни, ако 

техните елементи  могат да се преномерират с целите числа 1
km  и 2

km  , които допускат 

краен брой повторения при подреждането им в R  и са такива, че  

                                                            ε<−
±±=

21

,...2,1
sup kk

k
mm . 

Дефиниция 2.6.7.  Числото ( ) { }0inf,

21 ~

21 >= ερ
ε

MM

D MM  се нарича разстояние 

в D . 

С помощта на Лема  2.6.8, скаларни системи импулсни диференциални 

уравнения  исистеми получени чрез транслиране на система (29)  са доказани следните 

теореми. 

Теорема  2.6.9.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условия  Н2.6.1 -  Н2.6.4. 

2. Фундаменталната  матрица  ( ) [ ]nnRRPCXtX ×∈ ,,  е почти периодична. 

Тогава ( )tX 1−   е почти периодична матрична функция. 

Теорема  2.6.10.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условия  Н2.6.1 -  Н2.6.4. 

2. За фундаменталната матрица  ( ) [ ]nnRRPCXtX ×∈ ,,   са изпълнени 

неравенствата (30). 
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Тогава за  фундаменталната  матрица  ( ) [ ]nnss RRPCXtX ×∈ ,,   на 

транслираната  система  са изпълнени неравенствата  (30). 

Теорема  2.6.11.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условия  Н2.6.1 -  Н2.6.4. 

2. За системата (29) съществува експоненциална дихотомия с ермитов  

проектор P  и  фундаментална матрица ( )tX .  

Тогава проекторната функция  ( ) ( ) ( )tXtXtP 1−=  е почти периодична. 

           Параграф 2.7 е посветен на съществуването на отделими  решения  и  условия за 

съществуване на  почти периодичност за системи импулсни диференциални  уравнения 

с променливи импулсни смущения за  следната система импулсни диференциални 

уравнения  

(31)                                  




±±===∆
≠=

,...,2,1),(),(

),(),,(

kxtxIx

xtxtfx

kk

k

τ
τ&

                    

къдетo  ( ) ( ) n
k

n
k

n RRItxtxxRRfRt →Ω→Ω−=∆→Ω×∈ + :,:,,:, τ , 

,...2,1±±=k . 

Въведени  са следните условия: 

H2.7.1.  Функцията [ ]nRRCf ,1 Ω×∈  .  

H2.7.2.  Функциите [ ] ,...2,1,,1 ±±=Ω∈ kRCI n
k .  

H2.7.3. Ако Ω∈x , то  ( ) Ω∈+ xIx k  и  функциите ( ) ( )xIxxL kk +=   са такива, че 

( ) Ω∈− xLk
1   при  Ω∈x ,  ,...2,1±±=k . 

H2.7.4.  Функциите [ ] ,...2,1,,1 ±±=Ω∈ kRC n
kτ   и  ( ) ±∞=

±∞→
xk

k
τlim , равномерно при 

Ω∈x .  

Н2.7.5.  Изпълнени са неравенствата 

                                              ( ){ } ∞<≤Ω×∈ ARxtxtf ,,),(sup ,                                     

                          1,,...2,1,,
)(

sup <∞<≤








±±=Ω∈
∂

∂
ABBkx

x

xkτ
, 
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                  ( )( ) ( ) [ ] 0,...2,1,,1,0,,sup ≤








±±=Ω∈∈






 +
∂

∂
kxsxIxsIx

x kk
kτρ . 

Н2.7.6. Функцията ( )xtf ,   e почти периодична по t  равномерно по отношение на Ω∈x .  

Н2.7.7. Редиците от функции ( ){ }xIk  и ( ){ } ,...2,1, ±±=kxkτ  са почти периодични  

равномерно по отношение на Ω∈x .  

H2.7.8. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Нека са изпълнени условията Н2.7.1-Н2.7.8 и нека { }ns  е произволна редица от 

реални числа такива, че с процеса описан в Първа глава система (31) се премества в 

система 

      (32)                                       







±±===∆

≠=

,...2,1),(),(

),(),,(

kxtxIx

xtxtfx

s
k

s
k

s
k

s

τ

τ&
               

и аналогично в този случай  множеството образувано от  системи във вида (32) е 

означено с ),,( kkIfH τ .  

  За яснота са въведени следните операторни означения. Ако { }nα  е подредица 

на редицата { }n'α , то ще записваме 'αα ⊂ , а с βα +  ще означаваме стандартната 

сума { }nn βα +  на редиците { }nα  и { }nβ . 

С 0>α  е отбелязан случая,  когато 0>nα  за ,...2,1,0=n  и ще казваме, че 

редиците  'αα ⊂  и 'ββ ⊂  имат общо преместване, ако { }kn'αα =  и { }
kn'ββ = . С 

φβα +S  и φβα SS   са означени границите φθ βα nnn
+

∞→
lim  и 









∞→∞→
φθθ βα nn nn

limlim , където 

числото 
nαθ е дефинирано в Първа глава,  а ( )( ) [ ] UAPSRPCTt j ×Ω∈= ,,, φϕφ .  

Доказана е следната лема. 

Лема  2.7.1.  Функцията ( )tϕ  е почти периодична тогава и само тогава, когато 

за всяка двойка от редици 'α  и 'β   можем да извлечем общи подредици 'αα ⊂  и 

'ββ ⊂  такива, че границите  

                                                        φφ βαβα SSS =+                                            

съществуват  точково. 
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Използвани са дефинициите: 

Дефиниция  2.7.2.  Ще казваме, че функцията ( ) [ ]Ω∈ ,, RPCt ϕϕ  

удовлетворява условието  SG , ако за дадена редица ∞=
∞→n
'lim,' γγ , съществуват 

'γγ ⊂  и число ( ) 0>γd  такива, че границата φγS ,  ( )( )Tt ,ϕφ = , UAPST ∈  съществува 

точково за всяко 0>ε . Aко  α  е редица с 0>α  , а γβ ⊂'  и γβ ⊂''  са такива, че 

( )( )11' ,PtrS =+ φβα , ( )( )22'' , PtrS =+ φβα  тогава или ( ) ( )trtr 21 = , или  ( ) ( ) ( )γdtrtr >− 21  

при ( )( )21\ PPsFRt Uε∈ . 

Дефиниция  2.7.3.  Нека Ω⊂K  e компактно множество. Ще казваме,  че 

решението ( )tx  на системата (31), с точки на прекъсване от множеството T  е отделимо 

в K  , ако за някое друго решение ( )ty  на (31) в Ω  с точки на прекъсване в T , 

съществува число ( )( )tyd  такова, че ( ) ( ) ( )( )tydtytx >−  при ( )( )TsFRt ε\∈ . Числото 

( )( )tyd  ще наричаме отделяща константа. 

Доказана е и следната теорема. 

Теорема  2.7.4.  Функцията ( )tϕ  е почти периодична, ако ( )tϕ  удовлетворява 

условието SG . 

Нека Ω⊂K  e компактно множество. Разглеждана е и следната система 

импулсни диференциални уравнения 

                   (33)                          
( , ), ( ),

( ), ( ), 1, 2,...,
k

k k

x g t x t x

x G x t x k

σ
σ

= ≠
∆ = = = ± ±

&
                      

където ( ) ( )kkkk IfHGg τσ ,,,, ∈ . 

Тогава са доказани и следните теореми: 

Теорема  2.7.5.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  Н2.7.1 -  Н2.7.8. 

2. Всяко решение на система  (33)  в K  е отделимо. 

Тогава всяка система от множеството  ( )kkIfH τ,,  притежава единствено  

краен брой решения и отделящата константа d  е независима от решенията. 

Теорема  2.7.6.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  Н2.7.1 -  Н2.7.8. 

2. За всяко решение на система от   ( )kkIfH τ,,  съществуват единствено   
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отделими решения  в K . 

Тогава: 

1. Ако за някоя система от ( )kkIfH τ,,  съществува  решение в K , то за всяка  

система  от ( )kkIfH τ,,  съществува  решение в K . 

2. Всички решения в K  са почти периодични  и за всяка система  от  

( )kkIfH τ,,   съществува  почти периодично решение в K . 

 Параграф 2.8.  е свързан с почти периодични решения за системи импулсни 

диференциални  уравнения в Банахови пространства, които са  естествено обобщение 

на абстрактните  диференциални уравнения. В много области на съвременната наука те 

са   забележителна  част от възможностите за математическо моделиране на редица 

процеси и явления, подложени на импулсни въздействия. 

Нека  ( )
XX .,  произволно абстрактно Банахово пространство. 

Разглеждаме следното абстрактно импулсно диференциално уравнение 

            (34)                       ( ) ( )[ ] ( )k
k

k ttxHBxxtFAxx −+++= ∑
±±=

δ
,...2,1

,& ,                 

където  ( ) ( ) XXBDBXXADA →⊂→⊂ :,:  са ограничени линейни оператори, 

( ):F D R X X× →  е непрекъсната по отношение на Rt ∈  и по отношение на Xx ∈  

функция, ( ) XXHDH kk →⊂:  са непрекъснати импулсни оператори, ( ).δ  e δ -

функция на Дирак, { } Β∈kt . 

Нека [ ] { ϕϕ ,:, XRXRPC →=  е частично непрекъсната функция с точки на 

прекъсване в моментите  ,...2,1, ±±=ktk , в които ( )−
ktϕ , ( )+

ktϕ  съществуват и 

( ) ( )}kk tt ϕϕ =− .  

По отношение на нормата  
X

Rt
PC ϕϕ

∈
= sup , [ ]XRPC ,  e  Банахово пространство 

[34].  

С [ ]XRPCB ,   е означено подпространство на [ ]XRPC , , съставено от ограничени 

частично непрекъснати функции и заедно с уравнението (34) са  разгледани и 

съответните линейни нехомогенни импулсни диференциални уравнения от вида 

 (35)                              ( ) [ ] ( )k
k

k ttbBxtfAxx −+++= ∑
±±=

δ
,...2,1

& ,                    

където  [ ] ( ) XXbDbXRPCBf kk →⊂∈ :,, , и хомогенното импулсно уравнение  
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            (36)                            ( )k
k

ttBxAxx −+= ∑
±±=

δ
,...2,1

& .                                       

 Въведени са  следните условия: 

Н2.8.1. Операторите A  и B комутират и за оператора BI +  съществува логаритмичният 

оператор ( )BILn + , където I  идентитета в пространството X . 

Н2.8.2. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Като следваме [34]   с ( )st,Φ  е означен еволюционния оператор на Коши за 

уравнението (36), 

                               ( ) ( )( ) ( ) ( )tsistpst BIest ,, +−−−Λ +=Φ , 

където ( )BIpLnA ++=Λ ,  ( )tsi ,  е броят на точките kt  в интервала ( )ts, , а числото 

0>p  е дефинирано в Лема 1.2.9. 

Следващата дефиниция е въведена за почти периодични функции в Банахови 

пространства от вида  [ ]XRPC , . 

            Дефиниция 2.8.2. Функцията [ ]XRPC ,∈ϕ  се нарича почти периодична,  ако: 

(а)  множеството от редици { },j
kt   kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  { } Β∈kt  е 

равномерно почти периодично.  

(б) за всяко   0>ε  съществува положително число ( )εδδ =   такова, че ако 

точките 't  и ''t  са от един и същи интервал на непрекъснатост на функцията ( )tϕ  и 

удовлетворяват неравенството δ<− ''' tt , то ( ) ( ) εϕϕ <− Xtt ''' . 

(в)  за всяко 0>ε  съществува  относително плътно множество T  такова, че ако 

Tτ ∈ , то  ( ) ( ) εϕτϕ <−+ Xtt  за всяко  Rt ∈ , което удовлетворява условието 

,...2,1, ±±=>− ktt k ε . 

По-нататък са въведени следните условия: 

Н2.8.3. Функцията ( )tf   е почти периодична. 

Н2.3.4. Редицата { } ,...2,1, ±±=kbk  е  почти периодична. 

Като са използвани Леми 2.8.2 и 2.8.3 са доказани следните теореми. 

Теорема  2.8.4.  Нека са изпълнени следните  условия 

1.  Изпълнени са условията   Н2.8.1-Н2.8.4. 

2. Спектърът  ( )Λσ  на оператора Λ  не притежава общи точки с 

имагинерната ос и лежи в лявата координатна полуравнина. 
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Тогава: 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( ) [ ]XRPCBtx ,∈  на (35). 

2. Почти периодичното решение ( )tx  е асимптотически  устойчиво. 

Теорема  2.8.5.  Нека са изпълнени следните  условия: 

1. Изпълнени са условията   Н2.8.1 - Н2.8.4. 

2. Спектърът ( )Λσ  на оператора Λ  не притежава общи точки с 

имагинерната ос и лежи в лявата координатна полуравнина. 

3. Функцията  ( )xtF ,  е почти периодична по отношение на променливата 

Rt ∈ , равномерно за Ω∈x , редицата от  функции ( ){ }xH k  е почти периодична 

равномерно за Ω∈x , където Ω  е произволен компакт на X  и  

                                                 0, >< hhx X
. 

4. Функциитe ( )xtF ,  и ( )xH k  са локално Липшицови при Ω∈x , равномерно за 

Rt ∈  и ,...2,1±±=k , т.е. съществува константа 0>L  такава, че  

          ( ) ( )
XX yxLytFxtF −≤− ,, ,      ( ) ( )

XXkk yxLyHxH −≤− . 

5.  Функциитe ( )xtF ,  и ( )xH k  са ограничени при  Ω∈x  или 

                         ( ) ( ){ } 0,,,max >≤ CCxHxtF XkX
. 

Тогава, ако  

                                        hCK <  и 1<LK , 

където 0>K , то 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( ) [ ]XRPCBtx ,∈  на  

(34). 

2. Почти периодичното решение ( )tx  е  асимптотически устойчиво. 

Разгледан е и случаят, когато в  уравненията в (34)-(35) операторът A  е 

инфитензимален генератор на аналитична полугрупа ( )tS  в Банаховото пространство 

X  и за  всяко 0>α   е дефинирана  дробната  степен                                     

                                           ( ) ( )∫
∞

−−
Γ

=
0

11
dttStA αα

α
, 

на оператора  A , където с ( )αΓ  е означена гама функцията. 

С помощта на Леми 2.8.6 и 2.8.7 и  условията, 
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Н2.8.5. Функцията ( )xtF ,  е почти периодична по отношение на променливата t  

равномерно за Ω∈x , където Ω  е произволен компакт на αX  и съществуват константи 

10,01 <<> κL  и 10 << α така, че  

                      ( ) ( ) 




 −+−≤− α

κ
212112211 ,, xxttLxtFxtF X , 

където ( ) 2,1,, =Ω×∈ iRxt ii . 

H2.8.6. Редицата от функции  ( ){ } ,...2,1, ±±=kxHk  е почти периодична равномерно за 

Ω∈x  и съществуват константи 02 >L  и 10 << α такива, че  

                              ( ) ( ) α21221 xxLxHxH Xkk −≤− , 

където Ω∈21,xx , 

е доказана следната теорема, 

Теорема  2.8.8.  Нека са изпълнени следните  условия: 

1.  Изпълнени са условията  Н2.8.4-Н2.8.6. 

2. A   е инфитензимален генератор на аналитичната  полугрупа ( )tS . 

3. Функциитe ( )xtF ,  и ( )xH k  са ограничени или 

                             ( ) ( ){ }max , , kX
F t x H x M

α α
≤ ,                          

където 0,...,2,1,, >±±=Ω∈∈ MkxRt . 

Тогава, ако ( )21,max LLL =  и  L  е достатъчно малко, то : 

1. Съществува единствено почти периодично решение [ ],x PCB R X∈  на (34). 

2. Почти периодичното решение ( )tx  е асимптотически устойчиво. 

 

Трета глава е посветена на използването  на директния метод на Ляпунов за 

изследване на  съществуването на  почти периодичните решения на системи импулсни 

диференциални уравнения и се състои от 5 параграфа. 

В параграф 3.1 се разглежда въпроса за съществуване на почти периодични 

частично непрекъснати функции на Ляпунов, както и съществуването и  единствеността 

на почти периодичните решения за системи импулсни диференциални уравнения. 

Възможностите за приложение на получените резултати са показани в разгледаните 

примери за съществуване на почти периодични решения на линейни и слабо нелинейни 

системи импулсни диференциални уравнения, както и при  ( )hh ,0 - устойчиви системи 

импулсни диференциални уравнения  с фиксирани моменти на импулсно въздействие 

Разглеждана е  следната система импулсни диференциални уравнения 
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(37)                                
( )

( )



±±==∆
≠=

,...,2,1,)()(

,,,

ktxItx

ttxtfx

kkk

k&
                         

където { }, , : ,n n
kt R t f R R R∈ ∈Β × →  : ,n n

kI R R→   ,..2,1±±=k . . 

Въведени са  следните условия: 

H3.1.1.  Функцията ,n nf C R R R ∈ ×    и ( ) Rttf ∈≡ ,00, . 

H3.1.2. Функцията f   e Липшицово непрекъсната по отношение на втория си аргумент, 

равномерно по Rt ∈ , т.е. съществува 01 >L  такава, че 

                                 ( ) ( )1 2 1 1 2 1 2, , , , nf t x f t x L x x x x R− ≤ − ∈ . 

H3.1.3. Функциите , , 1, 2,...n n
kI C R R k ∈ = ± ±    и ( ) ,...2,1,00 ±±=≡ kIk . 

H3.1.4. Функциите ,...2,1, ±±=kIk  са Липшицово непрекъснати, равномерно при 

,...2,1±±=k , т.е. съществува 02 >L така, че 

                                     ( ) ( )1 2 2 1 2 1 2, , n
k kI x I x L x x x x R− ≤ − ∈  

H3.1.5. : , 1, 2,...kЕ I k+ Ω → Ω = ± ± , където   E  е идентитета в n nR × . 

Н3.1.6. Функцията ( )xtf ,  e почти периодична по t  равномерно по отношение на nx R∈ .  

Н3.1.7. Редицата от функции ( ){ }xIk , ,...2,1±±=k  е почти периодична  равномерно по 

nx R∈ .  

H3.1.8. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Използвана е и следнита дефиниция 

Дефиниция  3.1.3. Нулевото решение  ( ) 0≡tx   на система  (37) се нарича 

глобално перфектно равномерно-асимптотически устойчиво,  ако е равномерно 

устойчиво,  числото β  от Дефиниция 3.1.2 и числото T  от подточка (б) на Дефиниция 

3.1.1 не зависи от избора на точката 0t R∈ . 

Доказана е и следната теорема. 

Теорема  3.1.5.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са условията Н3.1.1-Н3.1.8. 
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2. Нулевото решение ( ) 0≡tx  на система  (37) е глобално перфектно 

равномерно-асимптотически устойчиво. 

Тогава съществува функция на Ляпунов V , дефинирана над nR R× , 0VV ∈ , 

която е почти периодична по променливата t ,  равномерно по отношение на 

nx R∈ така, че 

                                    ( ) ( ) ( )xbxtVxa ≤≤ , ,  ( ), nt x R R∈ ×  ,                            

където функциите Κ∈ba,  и ( ) ( ) ∞→∞→ rbra ,  при ∞→r  и  

                                       ( ) ( ), , , , , 1, 2,...,n
kV t x V t x x R t t k+ ≤ ∈ = = ± ±  

и 

                                                     ( ) ( )xtcVxtVD ,, −≤+ ,                                      

при   ( ) Gxt ∈,  и 0>= constc . 

С последната теорема и Леми 3.1.6, 3.1.7 е доказана основната теорема в този 

параграф 

Теорема 3.1.8.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  H3.1.1-Н3.1.8. 

2. Съществуват функции 2VV ∈  и  Κ∈ba,  такива, че     

                            ( ) ( )yxbyxtVyxa −≤≤− ),,(  , ( ), , ,t x y R B Bα α∈ × ×                                            

             ( ) ( )( , , ) ( , , ), , , , 1, 2,...k k kV t x I x y I y V t x y x y B t t kα
+ + + ≤ ∈ = = ± ± , 

           ),,,(),,( yxtcVyxtVD −≤+ , 1, 2,..., ,kt t k x y Bα≠ = ± ± ∈ , 

където  0, 0cα > > . 

  3. Съществува решение ( ) ( )00,; xttxtx =  на система  (37) такова, че  

( ) 100,; α≤xttx , където αα <≥ 10,tt . 

Тогава в αB  съществува единствено почти периодично решение ( )tω  на  

система (37) такова, че: 

(а) ( ) 1αω ≤t ; 

(б)  ( )tω  e равномерно асимптотически  устойчиво; 

(в)  ( ) ),,(, kkk tIfHtH ⊆ω . 
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По-нататък са получени резултати за съществуване на почти периодични 

решения на слабо смутени  импулсни диференциални уравнения, Теореми 3.1.10, 

3.1.12, както и за  ( )hh ,0 -устойчиви системи импулсни диференциални уравнения, 

Теореми 3.1.15, 3.1.16. 

Параграф 3.2. е посветен на сравнителния метод  и частично непрекъснатите 

аналози на функциите на Ляпунов приложени при изследване на съществуването на 

почти периодични решения за системи импулсни интегро-диференциални уравнения от 

вида 

(38)                              
( ) ( ) ( )( )

( )








±±==∆

≠













= ∫

,...,2,1,)()(

,,,,,,

0

ktxItx

ttdssxstKtxtftx

kkk

k

t

t

&
                

където   { }, , : , :n n n
kt R t f R R R K R R R∈ ∈Β ×Ω× → × ×Ω → , ,: n

k RI →Ω  

,..2,1±±=k .. 

Въведени са  следните условия: 

H3.2.1.  Функцията [ ]nn RRRCf ,×Ω×∈   и ( ) Rttf ∈≡ ,00,0, . 

H3.2.2.  Функциите [ ]n
k RCI ,Ω∈   и ( ) ,...2,1,00 ±±=≡ kIk . 

H3.2.3.  : , 1, 2,...kE I k+ Ω → Ω = ± ± , където   E  е идентитета в nnR × . 

H3.2.4.  Функцията [ ]nRRRCK ,Ω××∈   и ( ) 00,0,0 ≡tK . 

Използвана е следната 

Дефиниция  3.2.1. Функцията [ ]nRRRCK ,Ω××∈  ще наричаме интегро-почти 

периодична, ако при [ ]nRRPCx ,∈  за всяка редица { }ms'  от реални числа съществува 

подредица  { }is  така, че редицата  

                                  ( )( )
0

0, , ,
it s

i

t

K t s x d t Rξ ξ ξ
+  + ∈ 

  
∫  

е равномерно сходяща при i → ∞ . 

 

Въведени са и следните условия:  
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Н3.2.5. Функцията ( )yxtf ,,  e почти периодична по t , равномерно по отношение на 

, nx y R∈ Ω ∈ .  

Н3.2.6. Редицата от функции ( ){ }xIk  ,...2,1±±=k  е почти периодична  равномерно по 

Ω∈x .  

Н3.2.7. Функцията ( )xstK ,,   e интегро-почти периодична по t , равномерно по отношение 

на Rs ∈  и [ ],x PC R∈ Ω . 

H3.2.8. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

В този параграф са използвани  класовете 21, VV  и 0W , дефинирани в глава 

Първа.  

В следващата теорема са получени условията за  съществуване на почти 

периодични решения на системата (38). 

Теорема 3.2.3.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  H3.2.1-Н3.2.8. 

2. Съществуват  функции 2VV ∈  и  Κ∈ba,  такива, че   

(а)          ( ) ( )( ) ( ) ,...,2,1,,,,,, ±±==≤+++ kttyxtVyIyxIxtV k                

                               ( ) ( )yxbyxtVyxa −≤≤− ),,(  ,                             

за Ω∈∈ yxRt ,, ; 

(б) за всяко [ ] [ ]Ω∈Ω∈> ,,,,0 RPCyRPCxtt , за което  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )tytxtVsysxsV ,,,, ≤ , [ ] 0,,0 >∈ ctts  е изпълнено неравенството                                                   

                                   ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,,,, tytxtcVtytxtVD −≤+                           

където  ,...2,1, ±±=≠ ktt k . 

  3.  Съществува решение ( ) ( )00,; xttxtx =  на система (38) такова, че  

( ) 100,; α≤xttx , където 0,, 10 ><≥ αααtt . 

Тогава в αB  съществува единствено почти периодично решение ( )tω на  

система (38) такова, че: 

(а) ( ) 1αω ≤t ; 
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(б)  ( )tω  e равномерно асимптотически  устойчиво; 

(в)  ( ) ),,,(, kkk tIKfHtH ⊆ω . 

В Параграф 3.3 са използвани функции Ляпунов за изследване на 

съществуването на  почти периодични решения за системи импулсни диференциални 

уравнения с променливо закъснение. 

Нека [ ]Ω∈ ,0 RPCϕ  и ( )t
Rt

00 supϕϕ
∈

∞ = . 

Разгледана е следната система импулсни диференциални уравнения с променливо 

закъснение и фиксирани моменти на импулсно въздействие 

(39)                         

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ]

( )







±±=≥=∆
∞−∈=

≠≥−=

,...,2,1,,)()(

,,,

,,,,,

0

00

0

ktttxItx

ttttx

ttttttxtxtftx

kkkk

k

ϕ
η&

               

където { }0, , , : , : ,n
kt R t R t f R R R Rη +∈ ∈ ∈Β × Ω×Ω → → ,: n

k RI →Ω   

,..2,1±±=k . . 

Въведени са следните условия: 

H3.3.1.  Функцията [ ]nRRCf ,Ω×Ω×∈   и ( ) Rttf ∈≡ ,00,0, . 

H3.3.2.  Функцията [ ]+∈ RRC ,η   и ( ) Rttt ∈≥− ,0η . 

H3.3.3.  Функциите [ ]n
k RCI ,Ω∈  и ( ) ,...2,1,00 ±±=≡ kIk . 

H3.3.4.  : , 1, 2,...kE I k+ Ω → Ω = ± ± , където   E  е идентитет  в n nR × . 

Н3.3.5. Функцията ( )yxtf ,,  e почти периодична по t , равномерно по отношение на 

Ω∈Ω∈ yx , .  

Н3.3.6.  Функцията   ( )tη   e почти периодична в смисъл на Бор. 

Н3.3.7. Редицата от функции  ( ){ }xIk , ,...2,1±±=k  е почти периодична  равномерно по 

Ω∈x . 

Н3.3.8.  Функцията ( )t0ϕ   e почти периодична в смисъл на Бор. 

H3.3.9. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Дефиниция  3.3.1.  [201]  Нулевото решение  ( ) 0≡tx  на система  (39) се нарича: 
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(а) равномерно устойчиво, ако  

              ( )( ) [ ]( )( )( )0000 :,00 ttRtRPC ≥∀∈∀<Ω∈∀>∃>∀ ∞ δϕϕδε      

                                           ( ) ε<00,; xttx ; 

(б) равномерно привличащо, ако  

         ( )( )( )( ) [ ]( )λϕϕελ <∈∀∈∀>∃>∀>∃ ∞000 :,000 nRRPCRtT                            

                                 ( ) :0 Ttt +≥∀ ( ) ε<00,; xttx ;               

(в) равномерно асимптотически устойчиво, ако е равномерно устойчиво и 

равномерно привличащо. 

Използвани са отново класовете 21, VV  и 0W , дефинирани в Първа глава. 

 Въведен е  и следния клас от функции  

               [ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ]{ ,,,,,,,:,,1 tstytxtVsysxsVRPCyx ∞−∈≤Ω∈=Ω  

                         }0 1,t t V V≥ ∈ . 

С помощта на Леми  3.3.2 , 3.3.3  са изследвани  условията за съществуване на 

почти периодични решения на система (39) и е доказана следващата теорема.  

Теорема 3.3.4.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  H3.3.1-Н3.3.9. 

2. Съществуват  функции 2VV ∈  и  Κ∈ba,  такива, че  са изпълнени 

неравенствата 

                               ( ) ( ) ( ) Ω×Ω×∈−≤≤− RyxtyxbyxtVyxa ,,,),,( ,            

                ( ) ( )( ) ( ) ,...,2,1,,,,,,,, ±±==Ω∈≤+++ kttyxyxtVyIyxIxtV kkk  

и  неравенството 

                                    ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,,,, tytxtcVtytxtVD −≤+                           

където  ( ) 10 ,, Ω∈≥ yxtt , е изпълнено при 0,...,2,1, >±±=≠ cktt k . 

  3.  Съществува решение ( ) ( )00,; xttxtx =  на система (39) такова, че  

( ) 100,; α≤xttx , където αα <≥ 10,tt . 

Тогава в 0, >ααB  съществува единствено почти периодично решение 

( )tω на  система (39) такова, че: 

(а) ( ) 1αω ≤t ; 



 50 

(б)  ( )tω  e равномерно асимптотически  устойчиво; 

(в)  ( ) ),,,(, kkk tIfHtH ηω ⊆ . 

  За илюстрация на  резултатите от Теорема 3.3.4 е разгледано следното импулсно 

уравнение 

           (40)                        
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )





±±=−=∆

≠−−=
−

−

,...,2,1,1)()(

,,1

1

1

kKtuKtu

ttKttututrtu

kkk

k

γ

η&
                

където [ ]+∈ RRCr ,,η  и  ( ) 00 ηη ≤≤ t , { } [ ]RRCt kk ,, ∈Β∈ γ , ,...,2,1±±=k  0>= constK . 

 Импулсните уравнения от вида (40) се използват при моделиране на развитието и 

динамика на количеството на  индивидите u  в популация разглеждана в 

математическата екология, където 0>K  е капацитетът на околната среда, kγ  са 

функциите които характеризират степента на импулсен ефект върху средата в 

моментите kt . 

 Нека ( ) ( ) 11 −= −KtutN  и от ( 40) получаваме  

(41)                               
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )



±±==∆
≠−+−=

.,...2,1,)(

,,1

ktNtN

ttttNtNtutrtN

kkk

k

γ
η&

                  

При стандартни начални условия ( ) ( ) 01,001 ≥+>+ sNN  при ( ]0,∞−∈s  е 

лесно да се провери, че решението на (41) удовлетворява неравенството ( ) 01 >+ tN ,  

при 0≥t и е в сила следната теорема. 

Теорема 3.3.6.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  H3.3.6 и Н3.3.9. 

2. Функцията ( )tr  е почти периодична в смисъл на Бор  и             

                                                      ( )
( )
∫

−
∞=

t

tt

dssr
η

. 

3. Редицата от функции  ( ){ } ,...2,1, ±±=ktkγ  е почти периодична равномерно 

по Rt ∈ , и ( ) ( )0 0, 1 0, 1, 2,...k k t kγ γ= − < ≤ = ± ± . 

4. Съществува ограничено решение на (41). 

5. Неравенствата                       

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ,...,2,1,,1,1 ±±=≠≥+−≥+− ktttMtMttMtNtNttN kηη  

са изпълнени при 0≥t и ( ) 2, Ω∈NM , където  
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          ( ){ [ ] ( ) ( ) ( ) ( ),,,,:, 2222
2 tMtNsMsNRRPCMNNM +≤+∈=Ω +  

                       ( ] }0,, ≥∞−∈ tts . 

Тогава за уравнението (41) съществува единствено почти периодично решение. 

Параграф 3.4. е посветен на почти периодичността  и функциите  на Ляпунов за 

системи импулсни функционално диференциални уравнения.  

Нека [ ]Ω∈ ,0 RPCϕ  и ( )t
Rt

00 supϕϕ
∈

∞ = . 

Разгледана е  следната система импулсни функционално диференциални 

уравнения с безкрайно закъснение и фиксирани моменти на импулсно въздействие. 

(42)                                
( ) ( )

( )
0, , , ,

( ) ( ) , 1, 2,...,

t k

k k k

x t f t x t t t t

x t I x t k

= ≥ ≠


∆ = = ± ±

&
               

където { } [ ] ,,:,,, 0
n

k RRPCRftRtRt →Ω×Β∈∈∈  ,: n
k RI →Ω  ,...,2,1±±=k  

[ ]n
t RRPCx ,∈   е дефинирана с релацията ( ) , 0tx x t s s= + − ∞ < ≤ . 

Въведени са следните условия: 

H3.4.1.  Функцията [ ][ ]nRRPCRCf ,,Ω×∈   и ( ) Rttf ∈≡ ,00, . 

H3.4.2.  Функцията ( )ϕ,tf    е Липшицова по втория си аргумент [ ]Ω∈ ,RPCϕ  

равномерно при Rt ∈ . 

H3.4.3.  Функциите [ ]n
k RCI ,Ω∈  и ( ) ,...2,1,00 ±±=≡ kIk . 

H3.4.4.  : , 1, 2,...kE I k+ Ω → Ω = ± ± , където   E  е идентитет в n nR × . 

 По нататък в този параграф е използвана следната лема. 

Лема 3.4.1.  [198] Нека са изпълнени условията Н3.4.1-Н3.4.4.  

Тогава ( ) [ )∞=+ ,, 000 ttJ ϕ  

Въведени са  следните условия за почти периодичност:  

Н3.4.5. Функцията ( )ϕ,tf  e почти периодична по t  равномерно по отношение на 

[ ]Ω∈ ,RPCϕ .  

Н3.4.6. Редицата от функции  ( ){ }xIk  ,...2,1±±=k  е почти периодична  равномерно по 

отношение на Ω∈x . 
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Н3.4.7.  Функцията [ ]Ω∈ ,0 RPCϕ   e почти периодична. 

H3.4.8. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Използвани са  класовете 21, VV  и 0W  дефинирани в Първа глава и нека 

,, 01 ttVV >∈  [ ],,, Ω∈≠ RPCxtt k  [ ]Ω∈ ,RPCy , като  

  ( ) ( )( )tytxtVD ,,+   ( ) ( ) ( ) ( )( )[ tt ytftyxtftxtV ,,,,
1

suplim
0

δδδ
δδ

+++=
+→

 

                                ( ) ( )( )]tytxtV ,,− .                                                       

 В следващата теорема са разгледани  условията за съществуване на почти 

периодични решения на системата (42).  

Теорема 3.4.2.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  H3.4.1-Н3.4.8. 

2. Съществуват  функции 2VV ∈  и  Κ∈ba,  такива, че  са изпълнени 

неравенствата 

                   ( ) ( ) ( ) Ω×Ω×∈−≤≤− RyxtyxbyxtVyxa ,,,),,( ,             

( ) ( )( ) ( ) ( ) ,...,2,1,,,,,,,, ±±==Ω∈≤+++ kttyxyxtVyIyxIxtV kkk  

и е изпълнено неравенството 

                                   ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,,,, tytxtcVtytxtVD −≤+                           

където  ( ) 10 ,, Ω∈> yxtt ,  0,...,2,1, >±±=≠ cktt k . 

  3.  Съществува решение ( ) ( )00,; xttxtx =  на система (42) такова, че  

( ) 100,; α≤xttx , където αα <≥ 10,tt . 

Тогава в 0, >ααB  съществува единствено почти периодично решение ( )tω  

на  система (42) такова, че: 

(а) ( ) 1αω ≤t ; 

(б)  ( )tω  e равномерно асимптотически  устойчиво; 

(в)  ( ) ),,,(, 0 kkk tIfHtH ϕω ⊆ . 

Параграф 3.5. е свързан с приложението на функциите   на Ляпунов за изследване 

на съществуването на почти периодични решения за неопределени системи  импулсни 
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диференциални уравнения. Изследванията са извършени с използването на 

равномерни положително дефинирани матрици, неравенства на Хамилтон-Якоби-Рикати 

и частично непрекъснати функции на Ляпунов. 

Разгледана е следната система неопределени импулсни диференциални 

уравнения. 

(43)                          
( ) ( )

( ) ( )



±±=+=∆
≠+=

,...,2,1,)()()(

,,,,

ktxJtxItx

ttxtgxtfx

kkkkk

k&
           

където { } ,:,,, n
k RRgftRt →Ω×Β∈∈  ,:, n

kk RJI →Ω   ,...2,1±±=k . 

Функциите ( ) ( )xJxtg k,,  задават структурната неопределеност или 

неопределените смущения в система (43) и се характеризират по следния начин: 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }xtmxtxtxtextggUg ggggg ,,,,.,,: ≤==∈ δδ ; 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ,...,2,1,,.: ±±=≤==∈ kxmxxxexJJUJ kkkkkkJk δδ  

където mn
g RRe ×→Ω×:  и mn

k Re ×→Ω:  са известни матрични функции достатъчно 

гладки в дефиниционната си област, докато  gδ  и kδ  са неизвестни векторни функции, 

нормите на които са ограничени съответно от векторните функции ( ) ( )xmxtm kg ,, .  

Въведени са следните условия: 

Н3.5.1. Функциите ( )xtf ,  и ( )xteg ,  са почти периодични по t , равномерно по отношение 

на Ω∈x .  

Н3.5.2. Редиците от функции  ( ){ } ( ){ }xexI kk ,  ,...2,1±±=k  са почти периодични  

равномерно по Ω∈x . 

H3.5.3. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Н3.5.4. Функциите ( ) 00, =tf , ( ) ( ) 00,00, == kg Itδ  и ( ) 00 =kδ  за всички  Rt ∈  и 

,...2,1±±=k .  

Дефиниция  3.5.1.  [47] Неопределената динамична импулсна система (43) се 

нарича робустно равномерно устойчива, (робустно равномерно привличаща, 

робустно равномерно асимптотически устойчива), ако за всяко gUg ∈  и 

,...2,1, ±±=∈ kUJ Jk  следва, че нулевото решение ( ) 0=tx  на (43) е съответно 
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равномерно устойчиво, равномерно привличащо, равномерно асимптотически 

устойчиво. 

Използвани са класовете  21, VV  и 0W  дефинирани в Първа глава и нека 

,, 01 ttVV >∈ [ ],,, Ω∈≠ RPCxtt k  [ ]Ω∈ ,RPCy .   

За доказателството на основните резултати е използвана  и следната номинална 

система на системата (43) 

(44)                                            
( )

( )



±±==∆
≠=

.,...2,1,)()(

,,,

ktxItx

ttxtfx

kkk

k&
       

Използвана е и следната дефиниция.                  

Дефиниция  3.5.2. Матричната функция nnRRX ×→:  се нарича: 

(а)  положително дефинирана матрична функция,  ако за всяко ( )tXRt ,∈  е 

положително дефинирана матрица; 

(б) положително дефинираната  матрична функция ограничена отгоре, ако е 

положително дефинирана матрична функция и  съществува положително реално число 

0>M  такова, че  

                                          ( )( ) RtMtX ∈≤ ,maxλ , 

където ( )( )tXmaxλ  е максималната собствена стойност на матрицата ( )tX . 

(в) равномерно положително дефинирана матрична функция, ако е 

положително дефинирана и съществува реално число 0>m  такава, че  

                                        ( )( ) ,,min RtmtXх ∈≥λ  

където ( )( )tXxminλ  е минималната  собствена стойност на матрицата ( )tX . 

С помощта на Леми  3.5.3, 3.5.4 е доказана следната теорема. 

Теорема  3.5.5.  Нека са изпълнени следните условия: 

  1. Изпълнени са условията Н3.5.1-Н3.5.4. 

    2. Съществуват  функции 2VV ∈  и  Κ∈ba,  такива, че                                          

                           ( ) ( ) ( )( , , ) , , ,a x y V t x y b x y t x y R− ≤ ≤ − ∈ × Ω× Ω .           

  3. Съществуват  положително дефинирани матрични функции 

mnn
k RRRG ×× →× 1

1 :  ,  mmnn
k RRRG ×× →×:2  и за ,...2,1, ±±=∈ kRt , 

[ ] mRzRPCyx ∈Ω∈ ,,, 1  следва 

                ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )ztyetyItyztxetxItxtV kkkk ++++ ,,  

                     ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ztytxtGtyItytxItxtV kkk ,,,, 1+++≤  
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                         ( ) ( )( ))ztytxtGz k
T ,,2+ .                                                    

4. Съществуват положителни константи ,...2,1, ±±=kkχ такива, че 

                        ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )kkkkkkk tyItytxItxtV +++ ,,  

                                            ( )( ) k
T
kkk

T
kkk mmGGG 2max11

1 λχχ +++ −  

                                          ( ) ( )( )kkk tytxtV ,,≤ ,                                       

където  ( ) ( )( )) ( ) ( )( ),,,,,, 2211 kkkkkkkkkk tytxtGGtytxtGG ==  ( )( ) kkk mtxm = . 

5. Съществува константа 0>c и скаларни функции [ ]+∈ RRC n
k ,λ  такива, че 

при  , , 1, 2,..., ,kt R t t k x y∈ ≠ = ± ± ∈Ω  е изпълнено 
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                                                 ( )yxtcV ,,−≤ .                                         

6. Съществува решение ( )00,; xttx  на  (43) такова, че 

                                      ( ) ααα << 1100 ,,; xttx . 

Тогава в  0, >ααB  съществува единствено почти периодично решение 

( )tω на  система (43) такова, че: 

(а) ( ) 1αω ≤t ; 

(б)  ( )tω  e равномерно  робустно асимптотически  устойчиво; 

(в)  ( ) ),,,,(, kkkk tJIgfHtH ⊆ω . 

Подобна теорема (Теорема 3.5.7) е доказана и за неопределена линейна  

импулсна система.       

Четвърта глава съдържа 3 параграфа и е посветена на приложенията на 

теорията на почти периодичните частично непрекъснати функции при изследване на 

математически модели от различни области на научното познание.  

В параграф 4.1 са изследвани : 

- Импулсни диференциални уравнения със закъснения от вида на Ласота-

Важевска, които се използват за моделиране и управление в биологични процеси. 

Получени са  резултати за съществуване на почти периодични частично непрекъснати 

решения, както и за възможностите за управление на такива решения. 
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- Съществуването и асимптотическата устойчивост на  почти периодичните 

решения при математическото моделиране на хематопоеза.  

- Съществуването на почти периодични решения при системи импулсни 

логаритмични биологични модели със закъснения. 

I. Импулсни  модели от вида на Ласота-Важевска  

В тази част от параграф 4.1 е изучена следната система обобщени  импулсни 

диференциални уравнения със закъснение от вида на Ласота-Важевска 

  (45)                         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

, ,

( ) ( ) , 1, 2,...,

i

n
t x t h

i k
i

k k k k

x t t x t t e t t

x t x t k

γα β

α ν

− −

=

 = − + ≠

∆ = + = ± ±

∑&
                     

където { }, , , , , , 1,2,...,k i it R t C R R i nα β γ + ∈ ∈Β ∈ =  ,  0>= consth , Rkk ∈να , , 

,..2,1±±=k . . 

Когато  γβα ,,  са положителни константи, диференциалното уравнение със 

закъснение и без импулси от вида 

                                                         ( ) ( )u t hu u t e γα β − −= − +&   

се използва от Важевска-Кжижевска и Ласота [208]  в изследванията за развитие и 

оцеляване на червените кръвни клетки в организмите, а по-късно изследванията в тази 

област са свързани с работите на Куленович и Ладас [115], както и работите на Ксю и Ли 

[212].  

 Въведено е  означението ( )0tPC , където  ( )0tPC  е множество от всички функции 

от вида [ ] Ω→− 00 ,: thtφ   с точки на прекъсване от първи род в моментите 

( )0021 ,,...,, thts −∈θθθ , в които са непрекъснати отляво. 

Използвани са  следните условия: 

Н4.1.1. Функцията ( )tα  е почти периодична в смисъл на Бор и съществува положителна 

константа α  такава, че ( )tαα ≤ . 

Н4.1.2.  Редицата { } ,....2,1, ±±=kkα  е почти периодична и 1 0kα− < ≤ . 

H4.1.3. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Н4.1.4. Функциите ( )tiβ  са почти периодични в смисъл на Бор и                   
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                                        ( ) ( ) niBBt iiii
Rt

,...,2,1,00,0,sup0 ==><<
∈

ββ . 

Н4.1.5. Функциите ( )tiγ  са почти периодични в смисъл на Бор и                   

                                    ( ) ( ) niGGt iiii
Rt

,...,2,1,00,0,sup0 ==><<
∈

γγ . 

Н4.1.6.  Редицата { } ,....2,1, ±±=kkν  е почти периодична. 

С помощта на Лема 4.1.1 и  Лема  4.1.2 е доказана следната основна теорема в 

този параграф. 

Теорема  4.1.3.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са условията  Н4.1.1-Н4.1.6. 

2. Изпълнено е неравенството  

                                                    α<∑
=

n

i
iB

1

. 

Тогава: 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( )tx  на системата  

(45). 

2. Решението ( )tx  е експоненциално устойчиво. 

В Пример  4.1.4 условията на теоремата  са приложени за изследване на линейна 

система импулсни диференциални уравнения подобна на система (45).  

II. Импулсни модели на хематопоеза. 

В тази част от параграфа са изследвани условията за съществуване,  единственост 

и асимптотическа устойчивост на почти периодични решения при математическото 

моделиране на хематопоеза - производство на червени кръвни клетки в гладките тъкани 

на организмите. 

Нелинейното диференциално уравнение   

                                          ( ) ( )
( ) 0,

1
tt

th
thth

n
≥

−+
+−=

ω
βα& ,                         

където Nn ∈> ,0,, ωβα  е предложено от Маккей и Глас [134] , като математически 

модел на процеса на производство на всички видове кръвни клетки произведени в полу - 

регулирана система.  

В реалния свят промените в заобикалящата среда, особено в биологичните 

системи играят съществена роля и е по реалистично  да се предполага, че измененията 

са по-скоро близки до периодичните или почти периодични. Това, заедно с факта, че 

такива системи често са подложени на много бързи изменения свързани с промени в 
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климата, промени във възможностите за доставка на необходимите ресурси и т.н., води 

до моделиране с импулсни диференциални уравнения. 

Разгледани са  системи от вида 

(46)                               
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

, ,
1

, 1,2,...,

kn

k k k k

t
h t t h t t t

h t

h t h t k

β
α

ω
γ δ


= − + ≠ + −

∆ = + =

&

                

където kt  представляват моментите, в които плътността ( )th  претърпява изменение с 

kδ  единици. Плътността на зрелите клетки при кръвната циркулация намалява в 

предполагаемо време kt  с добавянето на някои медикаменти и е пропорционална на 

плътността в момента kt . 

 Въведени са следните условия: 

Н4.1.7. Функцията [ ]++∈ RRC ,α     е почти периодична в смисъл на Бор и съществува 

положителна константа µ  такава, че ( ) 0>≥ µα t . 

Н4.1.8.  Редицата { } ,....2,1, =kkγ  е почти периодична и 1 0kγ− < ≤ . 

Н4.1.9. Функцията  [ ]++∈ RRC ,β  е почти периодична в смисъл на Бор и   

                                        ( ) ( ) 00,0,sup0 =><<
+∈

νννβ t
Rt

.     

Н4.1.10.  Редицата { } ,....2,1, =kkδ  е почти периодична и 0,sup
,...2,1

>≤
=

κκδk
k

. 

 С  леми, аналогични на подобни леми в първата част на параграфа е доказана 

следната теорема. 

Теорема  4.1.9.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са условията  Н4.1.3 и Н4.1.7-Н4.1.10. 

2. Изпълнено е неравенството  

                                                    µν < .                                            

Тогава: 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( )th  на системата (46). 

2.   Решението ( )th  е експоненциално устойчиво. 

III. Импулсни логаритмични популационни модели. 

Тук са разгледани условията за съществуване, единственост и асимптотическа 

устойчивост на почти периодични решения на импулсни закъсняващи логаритмични 

популационни модели. 
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Ще отбележим, че следния обикновен логаритмичен популационен модел 

                                  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ωβαλ −−−= txtxtxtx lnln& ,                           

където 0,, >ωβα  e добре изучен в работите на Гопалсами и Кирлингер [87, 110] и 

обобщен в неавтономния  случай  

                                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]ttxttxtttxtx ωβαλ −−−= lnln&                   

в работата на Лиу  [131]. 

В тази част от параграфа ще обобщим последния модел във вида 

(47)                
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ( )





±±==

≠−−−=
+−+ ,...,2,1,

,,lnln

1
ketxtx

ttttxttxtttxtx

kk
kk

k

δγ
ωβαλ&

        

където моментите { } Β∈kk tt , ,  представят  моментите, в които степента на 

поносимост  на биологичния модел нараства с  kе
δ  единици. 

 Въведени са  следните условия: 

Н4.1.11. Функцията [ ]+∈ RRC ,α    и е почти периодична в смисъл на Бор и съществува 

положителна константа µ  така, че ( ) 0>≥ µα t . 

Н4.1.12.  Редицата { }kγ  е почти периодична и 1 0kγ− < ≤ , ,...2,1±±=k . 

Н4.1.13. Функцията  [ ]+∈ RRC ,β  е почти периодична в смисъл на Бор и   

                                        ( ) ( ) 00,0,sup0 =><<
∈

βννβ t
Rt

.     

Н4.1.14. Функцията  [ ]+∈ RRC ,λ  е почти периодична в смисъл на Бор и   

                                        ( ) ( ) 00,0,sup0 =><<
∈

ληηλ t
Rt

.     

Н4.1.15.  Редицата { }kδ   е почти периодична и 01 ≤≤− kδ , ,...2,1±±=k . 

Аналогично с помощта  на подобни леми в Първа глава е предложена следната 

теорема. 

Теорема  4.1.12.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са условията  Н4.1.3 и  Н4.1.12-Н4.1.16. 

2. Изпълнено е  неравенството  

                                                    µν < .                                            

Тогава: 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( )tx  на система  (47). 

2.   Решението ( )tx  е асимптотично устойчиво. 



 60 

Параграф 4.2 е посветен на приложението на теорията на частично 

непрекъснатите почти периодични функции в изучаването на моделите от 

популационната динамика, като в това число са изследвани: 

-  Импулсни Лотка-Волтера системи; 

   - Неавтономни n-мерни импулсни Лотка-Волтера системи с дисперсия; 

 -  Импулсни Лотка-Волтера системи с безкрайни закъснения.  

I. Импулсни Лотка-Волтера системи  

В последните две десетилетия Лотка-Волтера системите са обект на интензивно 

изучаване от много автори  [24, 25, 45, 64, 85 -89, 104, 111, 113, 114, 121, 122, 126-130, 

139, 140, 154, 201, 204, 205,  213, 214].  

Някои процеси при биологичните видове не са непрекъснати, а се наблюдават 

скокообразно. Например,  раждаемост и смъртност, сезонно  размножаване, периодично 

намаляване на числеността вследствие на човешката дейност и т.н..  При 

дългосрочното изследване на динамиката на тези биологични видове сезонното 

увеличаване на популацията или намаляването й може да се разглежда като импулсно 

въздействие върху разглежданата система.  

За адекватно моделиране на тези процеси се използва импулсна система от 

уравнения на Лотка-Волтера          

    (48)         
( ) ( )

( ) ( )








±±==∆

≠













−−= ∑

≠=

,...,2,1,

,,)()()()()(
,1

ktudtu

tttutatutatrtutu

kiikki

k

n

ijj
jijiiiii&          

където ni ,...,2,1= , 2≥n , { } Β∈∈ ktRt , , [ ]RRCar ii ,, ∈ ,   [ ]RRCaij ,∈ , ji ≠ , 

nj ,...,2,1= ,  константите Rdik ∈ ,    ,...2,1±±=k .  

Използвани са  следните условия: 

Н4.2.1. Функциите ( ) ( )tatr ii , , ni ≤≤1  и ( ) jitaij ≠, , nji ≤≤ ,1  са неотрицателни, почти 

периодични и ,,0 ∞<> iMiL rr  ,,0 ∞<> iMiL aa  jiaa ijMijL ≠∞<≥ ,,0 , nji ≤≤ ,1 . 

Н4.2.2.  Редиците { }, 1, 2,..., 1ikd k i n= ± ± ≤ ≤  са почти периодични и 01 ≤<− ikd . 

H4.2.3. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 
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 С помощта на Лема  4.2.3 ,  Лема  4.2.4  и Лема  4.2.5  е доказана следната 

теорема. 

Теорема  4.2.6.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са условията Н4.2.1-Н4.2.3. 

2.  Съществуват неотрицателни функции  , 1 nνδ ν≤ ≤  такива, че  

                         ( ) ( )
1,

( ) , , 1, 2,...,
n

i k
i i

a t a t t t t kν ν ν
ν

δ
= ≠

− ≥ ≠ = ± ±∑             

при Rt ∈ . 

Тогава: 

1.  За система (48) съществува единствено строго положително почти 

периодично решение 

2. Ако съществува константа  0≥c  такава, че  

                                          ( ) ( )0

0

ttcdss
t

t

−=∫δ , 

където ( )1 2( ) min ( ), ( ),..., ( )nt t t tδ δ δ δ= , то почти периодичното решение е  глобално 

еkспоненциално   устойчиво. 

II. Неавтономни n-мерни импулсни Лотка-Волтера системи с дисперсия. 

В тази част са разгледани съществуването и единствеността на почти 

периодични процеси, които протичат в някои екологични системи моделирани с 

неавтономни n-мерни импулсни Лотка-Волтера системи с дисперсия от вида 

        (49)                  
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където ni ,...,2,1= , 2≥n , { } Β∈kt ,  [ ]RRCar ii ,, ∈ ,  ni ≤≤1 ,  [ ]RRCaij ,∈ , ji ≠ , 

[ ]RRCbij ,∈ , nji ≤≤ ,1 ,  константите Rdk ∈ ,  ,...2,1±±=k .  

Въведени са  следните условия: 

Н4.2.4. Функциите ( ),tbij  са неотрицателни, почти периодични и  ,,0 ∞<≥ ijMijL bb  

1 ,i j n≤ ≤ . 
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Н4.2.5.  Редицата  { }, 1, 2,...kd k = ± ±  е почти периодична и 01 ≤<− kd . 

Доказани са и използвани следните леми: Лема  4.2.8, Лема  4.2.9  и с тяхна 

помощ е предложена следната  теорема.                                      

 Теорема  4.2.10.  Нека са изпълнени следните условия: 

1. Изпълнени са условията Н4.2.1 и Н4.2.3-Н4.2.5. 

2.  Съществуват неотрицателни функции  , 1 nνδ ν≤ ≤  такива, че  

                ( ) ( ) ( )
1, 1

1
( ) , , 1, 2,...,

n n

i i k
i i i

a t a t b t t t t k
Aν ν ν ν

ν
δ

= ≠ =

− − ≥ ≠ = ± ±∑ ∑       

при 0, >∈ ARt . 

Тогава: 

1. За система (49) съществува единствено строго положително почти 

периодично решение 

2.  Ако съществува константа 0≥c  такава, че  

                                          ( ) ( )0

0

ttcdss
t

t

−=∫δ , 

където ( )1 2( ) min ( ), ( ),..., ( )nt t t tδ δ δ δ= , то почти периодичното решение глобално 

еспоненциално   устойчиво. 

 

 III. Импулсни Лотка-Волтера системи с безкрайни закъснения . 

В тази част се изучава  съществуването на почти периодични решения на следната 

Лотка-Волтера система интегро-диференциални уравнения с безкрайно закъснение             

(50)                            

[

1

( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( , ) ( , ( )) , ,

( ) ( ) , 1, 2,...,

i i i i i

tn

i ij j k
j

i k ik i k i

u t u t r t f t u t

k t s h t u s ds t t

u t d u t c k

= −∞

 = −


 − ≠
 

∆ = + = ± ±

∑ ∫

&

               

където 1, 2,...,i n= , 2n ≥ , Rt ∈ ,  { } Β∈kt , като  [ ] [ ]++ ×∈∈ RRRCkRRCr ii ,,, ,   

[ ]++×∈ RRRChf iji ,, ,  1 ,i j n≤ ≤ ,  константите RcRd iik ∈∈ , , 1 i n≤ ≤ ,   ,...2,1±±=k .  

        Въведени са  условията: 

Н4.2.6. Функциите ( )tri ,  1 i n≤ ≤  са неотрицателни, почти периодични и 

∞<> iMiL rr ,0 . 
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 Н4.2.7. Функцията  ( )σ,tki   е равномерно непрекъсната, почти периодична по t ,  

интегрируема по ( ]0,t∞−∈σ  и съществуват положителни константи iµ   такива, че  

                                                           ,),( ∞<≤∫
∞−

i

t

i dsstk µ   

при Rt ∈ , ,ktt ≠  ,...2,1 ±±=k  и  1 i n≤ ≤ . 

 Н4.2.8. Функциите 0),( >ii utf  за 0>iu , 0)0,( =tf i , почти периодични са по 

променливата t , равномерно по отношение на променливите iu  и съществуват почти 

периодични положителни непрекъснати функции ( )tLi  такива, че   

                                               iiiiiii vutLvtfutf −≥− )(),(),( , 

при ),( iut , ( , )it v R R+∈ × ,  ,ktt ≠  ,...2,1 ±±=k  и ( , ) ( , ) 0i i i i i iu v f t u f t v− − > ,  при   

ii vu ≠ , 1 i n≤ ≤ . 

Н4.2.9. Функциите  0),( >iij uth  при 0>iu , 0)0,( =thij ,  почти  периодични са по 

променливата t , равномерно по отношение на променливите iu  и съществуват почти 

периодични положителни непрекъснати  ненамаляващи функции ( )tLij  такива, че   

                                            iiijiijiij vutLvthuth −≤− )(),(),( , 

за ),( iut , +×∈ RRvt i ),( ,  ,ktt ≠  ,...2,1 ±±=k  и   ii vu ≠ , 1 ,i n i j≤ ≤ ≠ . 

 Н4.2.10.  ∞<Mc ,  0Lc > ,  където 
1
max{ }M

i
i n

c c
≤ ≤

=  и  
1
min{ }L i

i n
c c

≤ ≤
= . 

         За доказателството на основните резултати са доказани и използвани  Лема 4.2.11,  

Лема 4.2.12, както  и  Лема 4.2.13,  Лема  4.2.14.  

Доказана е следната  основната теорема в тази част. 

Теорема  4.2.15.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  Н4.2.2, Н4.2.3,  Н4.2.6 -Н4.2.10 . 

2.  Съществуват неотрицателни функции  почти периодични функции 

, 1l l nδ ≤ ≤  такава, че  

                         ( ) ( )
1

( ) , , 1, 2,...,
n

l l lj l k
j

rL t L t t t t kµ δ
=

− ≥ ≠ = ± ±∑         

при Rt ∈ . 

Тогава: 
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1. За система (50) съществува единствено строго положително почти 

периодично  решение. 

2. Ако съществува константа 0≥c  такава, че  

                                          ( ) ( )0

0

ttcdss
t

t

−=∫δ , 

където ( ))(),...,(),(min)( 21 tttt Nδδδδ = , то почти периодичното решение е глобално 

експоненциално устойчиво. 

 В параграф 4.3  са разгледани въпросите за съществуването и свойствата на 

почти периодичните решения на  импулсни невронни мрежи.  

Във връзка с приложенията им в различни сфери (разпознаване на образи, 

асоциативна памет, оптимизация и др.) през последните години невронните мрежи са 

обект на интензивно изучаване. Получените в тази област резултати ги превръщат  във 

важно техническо средство при решаването на редица приложни задачи [56-61, 69, 73,  

89, 99, 100, 109, 142, 155, 186, 190, 193]. 

I. Импулсни невронни мрежи 

В тази част е разгледана следната импулсна Хорфилдова невронна мрежа.  

    (51)        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )







±±=++=∆

≠++= ∑∑
==

,...,2,1,

,,
11

kptxItxAtx

ttttxfttxtatx

kkkkkk

kijj

n

j
ijj

n

j
iji γα&

                 

където  ,Rt ∈   { } Β∈kt ,  [ ]RRCfa ijijij ,,,, ∈γα ,     njni ,...,2,1,,...,2,1 == ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtx n,...,, 21= , nn
k RA ×∈ , [ ]n

k RCI ,Ω∈ , n
k Rp ∈ ,  ,...2,1±±=k . 

 Въведени са  следните условия: 

Н4.3.1. Матричната функция ( ) , , n nA t A C R R × ∈    е почти периодична в смисъл на Бор. 

Н4.3.2. ( ) 0det ≠+ kAE  и редицата { }kA  е почти периодична, където E  е единична 

матрица в nnR × . 

H4.3.3. Множеството от редици { },j
kt  kjk

j
k ttt −= + , ,...,2,1, ±±=jk  e равномерно 

почти периодично и  0inf 1 >= θkk
t . 

Н4.3.4. Функциите ( )tf j  са почти периодични в смисъл на Бор, 
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                                           ( ) ( ) 00,sup0 =∞<<
∈

jj
Rt

ftf  

и съществува 01 >L  такава, че при Rst ∈, , 

                                          ( ) ( ) stLsftf jj
nj

−<−
=

1
,...,2,1

max . 

Н4.3.5. Функциите ( )tijα  са почти периодични в смисъл на Бор и 

                                                   ( ) ∞<=<
∈

ijij
Rt

t ααsup0 . 

Н4.3.6. Функциите ( )tiγ  са почти периодични в смисъл на Бор, редицата 

{ } ,...2,1, ±±=kpk  е почти периодична и съществува константа 00 >C   такава, че  

                                          ( ) 0
,...2,1,...,2,1

max,maxmax Cpt k
k

i
ni

≤








±±==
γ . 

Н4.3.7. Редицата от функции ( ){ } ,...2,1, ±±=kxIk  е  почти периодична равномерно по 

отношение на  Ω∈x   и съществува константа 02 >L   такава, че  

                                                  ( ) ( ) yxLyIxI kk −≤− 2 . 

при Ω∈±±= yxk ,,...,2,1 . 

 В доказателството на основния  резултат са  използвани  Лема  4.3.1, Лема  4.3.2  

Лема  4.3.3  и Лема 4.3.4, и е доказана  

 

Теорема  4.3.5.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са условията Н4.3.1 -  Н4.3.7. 

 2. За матрицата на Коши  ( )stW ,  на линейна система свързана със система  

(51) съществуват положителни константи K  и  λ  такива, че   

                                       ( ) ( ) RststKestW st ∈≥≤ −− ,,,, λ . 

3. Числото  

                                   1
1

max 2

1
1

1

,...,2,1
<













−
+=

−
=

−
=

∑ λαλ
e

L
LKr

n

j
ij

ni
. 

Тогава 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( )tx  на система  (51). 

2. Ако са изпълнени неравенствата 
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                 ( ) 01lnmax,1 2
1

1
,...,2,1

2 >+−−<+ ∑
==

KLNLKeKL
n

j
ij

ni
αλ , 

решението ( )tx  е експоненциално устойчиво. 

II. Импулсни невронни мрежи със закъснения. 

В тази част ще разгледаме условията за съществуване на почти периодични 

решения при  импулсни  невронни мрежи със закъснения 

  (52)             
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )







±±=++=∆

≠+−+= ∑∑
==

,...,2,1,

,,
11

kptxItxAtx

ttthtxfttxtatx

kkkkkk

kijj

n

j
ijj

n

j
iji γα&

          

където ,Rt ∈  { } Β∈kt , [ ]RRCfa ijijij ,,,, ∈γα , 0,,...,2,1,,...,2,1 >== hnjni , 

nn
k RA ×∈ , ( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtx n,...,, 21= , [ ]n

k RCI ,Ω∈ ,  n
k Rp ∈ ,   ,...2,1±±=k . 

По аналогичен начин, както Теорема 4.3.5 може да се докаже следната теорема.  

Теорема  4.3.8.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са условията Н4.3.1 -  Н4.3.7. 

 2. За матрицата на Коши  ( )stW ,  на линейната система, свързана със 

система  (52) съществуват положителни константи K  и  λ  такива, че   

                                             ( ) ( ) RststKestW st ∈≥≤ −− ,,,, λ . 

3. Числото  

                                  1
1

max 2

1
1

1

,...,2,1
<













−
+=

−
=

−
=

∑ λαλ
e

L
LKr

n

j
ij

ni
. 

Тогава 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( )tx  на система  (52). 

2. Ако са изпълнени неравенствата 

                 ( ) 01lnmax,1 2
1

1
,...,2,1

2 >+−−<+ ∑
==

KLNeLeKL
n

j

h
ij

ni

λαλ , 

решението ( )tx  е експоненциално  устойчиво. 

III. Импулсни невронни мрежи от общ вид. 

В тази част са изследвани  условията за съществуване на почти периодични 

решения на следната импулсна невронна мрежа с крайно и безкрайно закъснение 
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(53)        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
















±±=++=∆

≠+













−+

−+=

∫∑

∑∑

∞

=

==

,...,2,1,

,,
01

11

kptxItxAtx

tttduutxukft

htxfttxtatx

kkkkkk

kijijjj

n

j
ij

jj

n

j
ijj

n

j
iji

γµβ

α&

             

където ,Rt ∈  { } Β∈kt , [ ]RRCfa ijijijij ,,,,, ∈γβα , ,0>jµ  nji ,...,2,1, = , 

[ ]++∈ RRCkij , , ( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtx n,...,, 21= , nn
k RA ×∈ , [ ]n

k RCI ,Ω∈ , n
k Rp ∈ ,  

,...2,1±±=k . 

 Въведени са  следните условия: 

Н4.3.8. Функциите ( )tijβ  са почти периодични в смисъл на Бор, 

                                                   ( ) ∞<=<
∈

ijij
Rt

t ββsup0 . 

Н4.3.9. Функциите ( )tкij  удовлетворяват релациите 

                                 ( ) ( ) njidssskdssk ijij ,...,2,1,,,1
00

=∞<= ∫∫
∞∞

. 

Н4.3.10. Началната функцията ( )t0φ  е почти периодична. 

С помощта  на Лема 4.1.12, аналогично на Теорема 4.3.5 се доказва следващата 

теорема. 

Теорема  4.3.12.  Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са условията Н4.3.1 -  Н4.3.10. 

 2. За матрицата на Коши  ( )stW ,  на линейна система, свързана със  система 

(53) съществуват положителни константи K  и  λ  такава, че   

                                   ( ) ( ) RststKestW st ∈≥≤ −− ,,,, λ . 

3. Числото  

                         ( ) 1
1

max 2

1
1

1

,...,2,1
<













−
++= −

=

−
=

∑ λµβαλ
e

L
LKr

n

j
jijij

ni
. 

Тогава 

1. Съществува единствено почти периодично решение ( )tx  на системата (53). 
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2. Ако са изпълнени неравенствата 

                 ( ) ( ) 01lnmax,1 2
1

1
,...,2,1

2 >+−+−<+ ∑
==

KLNLeKL
n

j
jjij

ni
µβαλ , 

решението ( )tx  е асимптотически устойчиво. 

 Във всяка част на този параграф са разгледани примери, които показват 

съществеността на въведените условия за съществуване на почти периодични решения 

при конкретни невронни мрежи  

В заключение: в настоящия дисертационнен труд са обобщени и систематизирани  

основните резултати, свързани с приложението на различни методи за изследване на 

съществуване, единственост и устойчивост  на почти периодичните частично 

непрекъснати решения за различни системи импулсни диференциални уравнения.  

Получените теоретични резултати са приложени при изследването на динамиката 

на биологични модели, модели от популационната динамика на  Лотка-Волтера и 

невронни мрежи. Получени са следните по-важни резултати: 

• Развита е техниката на оценяване на решенията на системи импулсни 

диференциални уравнения за намиране на достатъчни условия за 

съществуване на почти периодични решения.  

• За първи път е използван е апаратът на частично непрекъснатите функции на 

Ляпунов и техниката на Разумихин при изследванията в областта на почти 

периодичните частично непрекъснати функции и са решени редица задачи, 

свързани с прилагането на директния метод на Ляпунов за различни видове 

импулсни диференциални уравнения. Теоретичните резултати са приложени за 

изучаване на модели, базирани на разглежданите уравнения. 

• Доказани са теореми за сравнение за частично непрекъснати функции и чрез 

използване на сравнителния метод и  частично непрекъснатите функции на 

Ляпунов са получени редица достатъчни условия за устойчивост на почти 

периодичните решения. 

• Получените резултати са приложени за изследване на съществуването и 

устойчивостта на почти периодичните решения на математически модели, 

базирани на импулсни диференциални уравнения. Разгледани са приложения в 

три основни области – биологични модели, популационна динамика и невронни 

мрежи. 

• Показано е как с помощта на подходящи импулсни въздействия може да се 

контролира устойчивостта на почти периодичните на разглежданите системи.  
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