
Õèìèêîòåõíîëîãè÷åí è ìåòàëóðãè÷åí óíèâåðñèòåò � Ñî�èÿÊàòåäðà Ìàòåìàòèêà
Ñâåòîñëàâ Èâàíîâ ÍåíîâÀñèìïòîòè÷íî ñðàâíÿâàíå íà ðåøåíèÿ íà ñèñòåìè îáèêíîâåíèäè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ: ìåòîäè è ïðèëîæåíèÿ

Àâòîðå�åðàòçà ïðèäîáèâàíå íà îáðàçîâàòåëíà è íàó÷íà ñòåïåí �äîêòîð�Îáëàñò íà âèñøå îáðàçîâàíèå: 4: Ïðèðîäíè íàóêè, ìàòåìàòèêà è èí�îðìàòèêàÏðî�åñèîíàëíî íàïðàâëåíèå: 4.5: ÌàòåìàòèêàÍàó÷íà ñïåöèàëíîñò: 01.01.05: Äè�åðåííöèàëíè óðàâíåíèÿ
Íàó÷åí ðúêîâîäèòåëäîö. ä-ð Àíãåë Á. Äèøëèåâ

� Ñî�èÿ, 2011 �



Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è íàñðî÷åí çà çàùèòà îò ðàçøèðåí êàòåäðåíñúâåò íà êàòåäðà Ìàòåìàòèêà ïðè Õèìèêîòåõíîëîãè÷åí è ìåòàëóðãè÷åí óíèâåðñèòåò,ãðàä Ñî�èÿ, ïðîâåäåí íà 06. 06. 2011 ã.Äèñåðòàíòà å ãëàâåí àñèñòåíò â êàòåäðà Ìàòåìàòèêà ïðè Õèìèêîòåõíîëîãè÷åí èìåòàëóðãè÷åí óíèâåðñèòåò � Ñî�èÿ.Çàùèòàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå ñå ñúñòîè íà 15.07, 2011 îò 12 ÷àñà â çàëà100, ñãðàäà Á íà ÕÒÌÓ � Ñî�èÿ.Íàó÷íî æóðè:1. äîö. ä-ð Äèìèòúð Êîëåâ ÕÒÌÓ (ÕÒÌÓ-Ñî�èÿ, ïðåäñåäàòåë).2. äîö. ä-ð Àíãåë Äèøëèåâ (ÕÒÌÓ-Ñî�èÿ, íàó÷åí ðúêîâîäèòåë).3. ïðî�. äìí Ñíåæàíà Õðèñòîâà (ÏÓ �Ï. Õèëåíäàðñêè�, ðåöåíçåíò).4. äîö. ä-ð �àíè Ñòàìîâ (ÒÓ-Ñëèâåí, ðåöåíçåíò).5. äîö. ä-ð Âàëåíòèíà Ïðîé÷åâà (ÒÓ-Ïëîâäèâ).

Îñíîâíè äàííè çà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä:
• àâòîð: ãë. àñ. Ñâåòîâëàâ Èâàíîâ Íåíîâ;
• íàó÷åí ðúêîâîäèòåë: äîö. ä-ð Àíãåë Á. Äèøëèåâ;
• çàãëàâèå: Àñèìïòîòè÷íî ñðàâíÿâàíå íà ðåøåíèÿ íà ñèñòåìè îáèêíîâåíè äè-�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ: ìåòîäè è ïðèëîæåíèÿ;
• íàó÷íà ñïåöèàëíîñò: Äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ;
• øè�úð: 01 01 05;
• áðîé ïàðàãðà�è: 15, ðàçïðåäåëåíè â 2 ãëàâè;
• áðîé ñòðàíèöè: 127;
• áðîé ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè: 42;
• áðîé ïóáëèêàöèè íà äèñåðòàíòà, ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöèîííèÿ òðóä: 3.



Îçíà÷åíèÿ 1Îçíà÷åíèÿ
∅ ïðàçíîòî ìíîæåñòâî
N ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà: N = {1, 2, . . .}
R ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà
R+ ìíîæåñòâîòî íà íåîòðèöàòåëíèòå ðåàëíè ÷èñëà
R− ìíîæåñòâîòî íà íåïîëîæèòåëíèòå ðåàëíè ÷èñëà
[a, b] çàòâîðåí èíòåðâàë, a < b
]a, b[ îòâîðåí èíòåðâàë, a < b
[a, b[ ïîëóîòâîðåí èíòåðâàë îòäÿñíî, a < b
]a, b] ïîëóîòâîðåí èíòåðâàë îòëÿâî, a < b
A× B äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà íåïðàçíèòåìíîæåñòâà A è B
id, (1X) èäåíòèòåò (â ïðîñòðàíñòâîòî X)
Rez ðåàëíàòà ÷àñò íà êîìïëåêñíîòî ÷èñëî z
Imz èìàãèíåðíàòà ÷àñò íà êîìïëåêñíîòî ÷èñëî z
R
n n-ìåðíî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

A∗ òðàíñïîíèðàíà ìàòðèöà íà ìàòðèöàòà A
(x1, . . . , xn) n-ìåðåí âåêòîð â R

n

〈x, y〉 Åâêëèäîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â R
n:

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn,êúäåòî x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)

‖x‖ Åâêëèäîâà íîðìà â R
n: ‖x‖ =

√
〈x, x〉

X ⊕ Y äèðåêòíà ñóìà íà ïðîñòðàíñòâàòà X è Y

x⊕ y äèðåêòíà ñóìà íà âåêòîðèòå x è y
dist (A,B) ðàçñòîÿíèå ìåæäó íåïðàçíèòå ìíîæåñòâà A,B ⊂ R

n:
dist (A,B) = inf{‖x− y‖ : x ∈ A, y ∈ B}

A çàòâîðåíà îáâèâêà íà ìíîæåñòâîòî A ⊆ R
n

∂A ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî A ⊆ R
n

intA âúòðåøíîñò íà ìíîæåñòâîòî A ⊆ R
n

dimA ðàçìåðíîñò íà ïðîñòðàíñòâîòî (ìíîæåñòâîòî) A
W⊥ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà ïðîñòðàíñòâîòî A
B(x0, r) îòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð x0 ∈ R

n è ðàäèóñ r > 0 â R
n:

B(x0, r) = {x ∈ R
n : ‖x− x0‖ < r}

B(r) îòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð 0 è ðàäèóñ r > 0 â R
n:

B(r) = {x ∈ R
n : ‖x‖ < r}

B(A, r) r-îêîëíîñò íà íåïðàçíîòî ìíîæåñòâî A â R
n:

B(A, r) = {x ∈ Rn : dist (A, x) < r}
f : A −→ B �óíêöèÿ f ñ äå�èíèöèîííî ìíîæåñòâî A è ìíîæåñòâîîò �óíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè B
C(A,B) ìíîæåñòâî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè �óíêöèè ñäå�èíèöèîííî ìíîæåñòâî A è ìíîæåñòâî íà�óíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè B



Îçíà÷åíèÿ 2
C
κ(A,B) ìíîæåñòâî îò âñè÷êè �óíêöèè ñ äå�èíèöèîííîìíîæåñòâî A è ìíîæåñòâî íà �óíêöèîíàëíèñòîéíîñòè B, êîèòî ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòèïðîèçâîäíè äî ðåä κ ∈ N

div f äèâåðãåíöèÿ íà �óíêöèÿòà f
ker f ÿäðîòî íà ëèíåéíî èçîáðàæåíèå f
im f îáðàçà íà ëèíåéíî èçîáðàæåíèå f
‖h‖ íîðìà íà ëèíåéíèÿò îïåðàòîð h : R

n −→ R
n:

‖h‖ = max
‖x‖=1

‖h(x)‖

O(t0, x0) îðáèòà íà ñèñòåìà äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ,îïðåäåëåíà îò òî÷êàòà (t0, x0) ∈ R × R
n

O(x0) îðáèòà íà àâòîíîìíà ñèñòåìà äè�åðåíöèàëíèóðàâíåíèÿ, îïðåäåëåíà îò òî÷êàòà x0 ∈ R
n

κ0(h, t) äîëíà äè�åðåíöèàëíà õàðàêòåðèñòèêàíà �óíêöèÿòà h, âæ. ñòð. 46
κ0(h, t) ãîðíà äè�åðåíöèàëíà õàðàêòåðèñòèêàíà �óíêöèÿòà h, âæ. ñòð. 46
F(R+ ×D,Rn) îçíà÷åíèåòî å âúâåäåíî íà ñòð. 32
(· ≺ ·)x, · ≺ · ïðåäõîæäàíå íà äâå ñèñòåìè, âæ. ñòð. 33, 37
(· ≻ ·)x, · ≻ · ñëåäâàíå íà äâå ñèñòåìè, âæ. ñòð. 33, 37
(· ∼ ·)x, · ∼ · åêâèâàëåíòíîñò íà äâå ñèñòåìè, âæ. ñòð. 33, 37
(· 6� ·)x, · 6� · íå ñëåäâà, âæ. ñòð. 33, 37
(· 6� ·)x, · 6� · íå ïðåäõîæäà, âæ. ñòð. 33, 37
∀ êâàíòîð çà âñåîáùíîñò
∃ êâàíòîð çà ñúùåñòâóâàíå
=⇒ ñëåäâà
→ êëîíè



Àâòîðå�åðàò 3Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ïîñâåòåíà íà èçñëåäâàíå íà àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèåíà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.Èçó÷àâàíåòî íà òîâà ïîâåäåíèå å ñâúðçàíî ñ ðàçëè÷íè ïðèëîæåíèÿ, êàêòî â òåî-ðèÿòà íà ìîäåëèðàíåòî (ò.å. ðàçëè÷íèòå ïðèëîæåíèÿ íà äè�åðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿâ ìåõàíèêàòà, �èçèêàòà, õèìèÿòà, ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà è äð.) òàêà è ñ ÷èñòîìàòåìàòè÷åñêè âúïðîñè è íàïðàâëåíèÿ â òåîðèÿòà íà îáèêíîâåíèòå äè�åðåíöèàëíèóðàâíåíèÿ (íàïðèìåð ïðè èçó÷àâàíå íà óñòîé÷èâîñò èëè aòðàêöèîííè ñâîéñòâà íàðåøåíèÿ). �àçëè÷íè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿ,ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â [Har64℄, [MM76℄, [BM74℄, [AWH59℄, [Ama90℄, [BS67℄,[Pli77℄, [NS49℄, [CL55℄ è äð.Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå äâå íà÷àëíè çàäà÷è:
ẋ = f1(t, x), x1(t0; t0, x0) = x0 (1)è
ẋ = f2(t, x), x2(t0; t0, x0) = x0, (2)êúäåòî: fi : R+ ×D −→ D, i = 1, 2; D å îáëàñò â R

n, (t0, x0) ∈ R+ ×D. �åøåíèÿòà íàçàäà÷èòå (1) è (2) ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ x1(t; t0, x0) è x2(t; t0, x0). Àêî t0 = 0, òîïîëàãàìå xi(t; x0) = xi(t; 0, x0), i = 1, 2. Îñâåí òîâà ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å çà çàäà÷èòå(1) è (2) ñà âàëèäíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ (Í 0.1):(Í 0.1.1) Çà âñÿêà íà÷àëíà òî÷êà (t0, x0) ∈ R+ × D ñúùåñòâóâàò ñúîòâåòíîåäèíñòâåíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå (1) è (2), êîèòî ñà äå�èíèðàíè â
t-èíòåðâàëà R+.(Í 0.1.2) D å ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî íà äâåòå ñèñòåìè îò (1)è (2), ò.å. àêî (t0, x0) ∈ R+ ×D, òî xi(t; t0, x0) ∈ D, t ≥ t0, i = 1, 2.(Í 0.1.3) Ñúùåñòâóâà òî÷êà (t0, x

∗
0) ∈ R+ ×D òàêàâà, ÷å

x1(t; t0, x
∗
0) = x2(t; t0, x

∗
0) ∈ D, çà âñÿêî t ≥ t0.Ïî-íàäîëó, àêî òîâà íå îãðàíè÷àâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà, ùå ñ÷èòàìå, ÷å

t0 = 0 .Çàäà÷àòà çà èçñëåäâàíå íà àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòàîò (1) ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà îò ðàçëè÷íè ãëåäíè òî÷êè. Òàêà íàïðèìåð, â ñúâðåìåí-íàòà ëèòåðàòóðà ñå ðàçãëåæäàò ñëåäíèòå íÿêîëêî çàäà÷è:(1) Äà ñå íàìåðÿò óñëîâèÿ âúðõó äåñíèòå ñòðàíè f1(t, x) è f2(t, x) íà ñèñòåìè-òå (1) è (2), ïðè êîèòî ‖x1(t, x0) − x2(t, x0)‖ å äîñòàòú÷íî ìàëêî ÷èñëî èëè
lim
t→∞

‖x1(t, x0) − x2(t, x0)‖ = 0. �åøåíèåòî íà òàçè çàäà÷à ïîçâîëÿâà äà ñåîïðåäåëè àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà îò (1) ïîñ-ðåäñòâîì ñðàâíÿâàíå ñ èçâåñòíà (èëè ìîäåëíà) ñèñòåìà îò (2).(2) Äà ñå îïðåäåëÿò àñèìïòîòèêèòå íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà îò (1) íåïîñðåä-ñòâåíî îò äÿñíàòà ñòðàíà f1(t, x) íà ñèñòåìàòà.(3) Äà ñå èçó÷àò àñèìïòîòè÷íèòå ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà îò (1)ïîñðåäñòâîì ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ. Â òîçè ñëó÷àé â êà÷åñòâîòî íà ìîäåëíàñèñòåìà îò (2) ñå èçáèðà íÿêîå äîñòàòú÷íî äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ñèñòåìàòàîò (1) è äð.



Àâòîðå�åðàò 4Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ðàçðàáîòåí åäèí ìåòîä çà îïðåäåëÿíå íà íÿêîè àñèìï-òîòè÷íè ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà îò (1) ïîñðåäñòâîì ñðàâíÿâàíå ñ ìîäåë-íà ñèñòåìà îò (2). Çà ðàçëèêà îò öèòèðàíèòå ïî-ãîðå çàäà÷è íàøàòà öåë å èçñëåäâàíåíà ÷àñòíîòî ‖x1(t,x0)‖
‖x2(t,x0)‖

íà ðåøåíèÿòà íà äâåòå ñèñòåìè îò (1) è (2). Ïî-íàòàòúê ùåïðèâåäåì òî÷íàòà ìàòåìàòè÷åñêà �îðìóëèðîâêà íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à.Ïî-íàäîëó, ñ F(R+ × D,Rn) ⊂ C(R+ × D,Rn) × C(R+ × D,Rn) ùå îçíà÷àâàìåìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äâîéêè îò íåïðåêúñíàòè �óíêöèè f1(t, x) è f2(t, x), çà êîèòîñà âàëèäíè óñëîâèÿòà (Í 0.1).Íåêà (f1, f2) ∈ F(R+ ×D,Rn). Ïîëàãàìå
F (t; t0, x0) =

‖x1(t; t0, x0) − x1(t; t0, x
∗
0)‖

‖x2(t; t0, x0) − x2(t; t0, x
∗
0)‖

, t ≥ t0,êúäåòî (t0, x0) ∈ R+ ×D. Òàêà äå�èíèðàíàòà �óíêöèÿ F (t; t0, x0) ùå íàðè÷àìå �óí-êöèÿ íà ñðàâíÿâàíå íà ñèñòåìèòå (1) è (2) îòíîñíî îáùîòî èì ðåøåíèå x1(t; t0, x
∗
0).Íåêà D = D \ {x∗0} è Dε = (D ∩ B(x∗0, ε)) \ {x∗0}.Äå�èíèöèÿ 1. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.1).Ùå êàçâàìå, ÷å:(1) Ñèñòåìàòà îò (1) ïðåäõîæäà ñèñòåìàòà îò (2) â òî÷êàòà x∗0, àêî ñúùåñòâóâà÷èñëî ε > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî (t0, x0) ∈ R+ × Dε å âàëèäíî ðàâåíñòâîòî

lim
t→∞

F (t; t0, x0) = 0.Â òîçè ñëó÷àé ùå ïèøåì ([f1] ≺ [f2])x∗
0
.(2) Ñèñòåìàòà (1) ñëåäâà ñèñòåìàòà îò (2) â òî÷êàòà x∗0, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî

ε > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî (t0, x0) ∈ R+ × Dε å âàëèäíî ðàâåíñòâîòî
lim
t→∞

F (t; t0, x0) = ∞.Â òîçè ñëó÷àé ùå ïèøåì ([f1] ≻ [f2])x∗
0
.(3) Ñèñòåìàòà (1) å åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìàòà îò (2) â òî÷êàòà x∗0, àêî ñúùåñòâó-âà ÷èñëî ε > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî (t0, x0) ∈ R+×Dε ñà âàëèäíè íåðàâåíñòâàòà

0 < lim inf
t→∞

F (t; t0, x0) ≤ lim sup
t→∞

F (t; t0, x0) <∞.Â òîçè ñëó÷àé ùå ïèøåì ([f1] ∼ [f2])x∗
0
.(4) Ñèñòåìàòà (1) íå ïðåäõîæäà ñèñòåìàòà îò (2) â òî÷êàòà x∗0, àêî ñúùåñòâóâà÷èñëî ε > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî (t0, x0) ∈ R+ × Dε å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî

0 < lim inf
t→∞

F (t; t0, x0).Â òîçè ñëó÷àé ùå ïèøåì ([f1] � [f2])x∗
0
.(5) Ñèñòåìàòà (1) íå ñëåäâà ñèñòåìàòà îò (2) â òî÷êàòà x∗0, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî

ε > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî (t0, x0) ∈ R+ × Dε å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî
lim sup
t→∞

F (t; t0, x0) <∞.Â òîçè ñëó÷àé ùå ïèøåì ([f1] � [f2])x∗
0
.



Àâòîðå�åðàò 5Àêî çà ñèñòåìèòå îò (1) è (2) å èçïúëíåíî ïîíå åäíîòî îò óñëîâèÿòà íà äå�èíèöèÿ1 â òî÷êàòà x∗0, òî ùå êàçâàìå, ÷å ñèñòåìèòå îò (1) è (2) ñà ñðàâíèìè â òî÷êàòà x∗0. Âïðîòèâåí ñëó÷àé, ùå êàçâàìå, ÷å òå ñà íåñðàâíèìè â òî÷êàòà x∗0.Áàçèðàéêè ñå íà âúâåäåíàòà ïî-ãîðå äå�èíèöèÿ 1 ùå èçáðîèì îñíîâíèòå çàäà÷è,êîéòî ñå ðàçãëåæäàò â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä.(1) Ôîðìóëèðàíå è äîêàçâàíå íà êðèòåðèè çà ñðàâíèìîñò íà ñèñòåìèòå îò (1) è(2) â îêîëíîñò íà îáùîòî èì ðåøåíèå x1(t; x
∗
0) = x2(t; x

∗
0). Â ïîâå÷åòî ñëó÷àèùå ñ÷èòàìå, ÷å å èçâúðøåíà ïîäõîäÿùà ñìÿíà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìàòàêà, ÷å x∗0 = x1(t; x

∗
0) = x2(t; x

∗
0) = 0.(2) Ïîëó÷àâàíå íà ðàçëè÷íè àñèìïòîòè÷íè õàðàêòåðèñòèêè íà ðåøåíèÿòà íà ñèñ-òåìàòà îò (1) ïîñðåäñòâîì ñðàâíåíèÿ ñ ïîäõîäÿùî èçáðàíà ìîäåëíà ñèñòåìà(2).(3) Ïîëó÷àâàíå íà íåîáõîäèìè èëè íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà óñòîé-÷èâîñò íà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1). Ìåòîäúò çà ïîëó÷àâàíå íàòàêèâà óñëîâèÿ ñå áàçèðà íà ñðàâíÿâàíå (îòíîñíî âúâåäåíèòå ðåëàöèè) íà ðå-øåíèÿòà íà ñèñòåìàòà îò (1) ñ ðåøåíèÿòà íà ìîäåëíàòà ñèñòåìà îò (2) (ïðèòîâà ñ÷èòàìå, ÷å çà ñèñòåìàòà îò (2) å èçâåñòíî êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íàðåøåíèÿòà).(4) Ñðàâíåíèÿ íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà îò (1) è ðåøåíèÿòà íà ïåðòóðáèðàíàòà�è ñèñòåìà îò (2), êúäåòî �óíêöèÿòà f2(t, x) ñå ïîëó÷àâà ïîñðåäñòâîì �ìàëêà�ïåðòóðáàöèÿ íà �óíêöèÿòà f1(t, x).(5) Ñðàâíåíèÿ íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìèòå (1) è (2) â îêîëíîñò íà îáùî ïåðèî-äè÷íî ðåøåíèå.(6) �àçëè÷íè ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêàòà, ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà è äð.Ïî-íàäîëó ùå ñå ñïðåì íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè â ïðåäëàãàíèÿ äèñåðòàöèîíåíòðóä.Îñíîâíàòà öåë íà ãëàâà 1 å �îðìóëèðàíåòî è äîêàçâàíåòî íà ðåçóëòàòè, ñâúðçà-íè ñ ñðàâíèìîñò íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìèòå (1) è (2). Â ïàðàãðà� 1.1 å ïðèâåäåíîïîäðîáíî ìàòåìàòè÷åñêî îïèñàíèå íà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à. Ùå îòáåëåæèì, ÷å çà òàêàâúâåäåíèòå ðåëàöèè � è ∼ ñà âàëèäíè ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:Òåîðåìà 1. Íåêà (f1, f2), (f2, f3) ∈ F(R+ ×D,Rn).Òîãàâà:(1) (f1 � f1)x∗

0
.(2) Àêî (f1 � f2)x∗

0
è (f2 � f1)x∗

0
, òî (f1 ∼ f2)x∗

0
.(3) Àêî (f1 � f2)x∗

0
è (f2 � f3)x∗

0
, òî (f1, f3) ∈ F(R+ ×D,Rn) è (f1 � f3)x∗

0
,ò.å. ðåëàöèÿòà � èíäóöèðà ÷àñòè÷íà íàðåäáà â ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñèñòåìè, çàêîèòî ñà âàëèäíè óñëîâèÿòà (Í 0.1).Òåîðåìà 2. Íåêà (f1, f2), (f2, f3) ∈ F(R+ ×D,Rn).Òîãàâà:(1) (f1 ∼ f1)x∗

0
.(2) Àêî (f1 ∼ f2)x∗

0
, òî (f2 ∼ f1)x∗

0
.(3) Àêî (f1 ∼ f2)x∗

0
è (f2 ∼ f3)x∗

0
, òî (f1, f3) ∈ F(R+ ×D,Rn) è (f1 ∼ f3)x∗

0
,ò.å. ∼ å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò â ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñèñòåìè, çà êîèòî ñàâàëèäíè óñëîâèÿòà (Í 0.1).



Àâòîðå�åðàò 6Â ïàðàãðà� 1.2 å ðàçãëåäàíà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà ñðàâíèìîñòíà íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (1) è (2). Çà öåëòà âúâåæäàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ(Í 0.2):(Í 0.2.1) Èçïúëíåíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.1), ïðè êîåòî 0 = x∗0 ∈ D.(Í 0.2.2) fi(t, 0) = 0, t ∈ R+, i = 1, 2.Âúâ âðúçêà ñ íÿêîè ðàçëè÷íè ïîäõîäè ïðè èçñëåäâàíå íà óñòîé÷èâîñò íà íóëå-âèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, â ïàðàãðà� 1.1 ñà ïðèâåäåíèäå�èíèöèè íà ïîíÿòèÿ, ñâúðçàíè ñ óñòîé÷èâîñò, àòðàêòèâíîñò, íåóñòîé÷èâîñò è äð.(äå�èíèöèÿ 1.2, ñòð. 35; äå�èíèöèÿ 1.3, ñòð. 35; äå�èíèöèÿ 1.4, ñòð. 36).Ùå ñå ñïðåì íà íÿêîè îñîáåíîñòè íà çàäà÷àòà çà ñðàâíÿâàíå íà ðåøåíèÿ íà äâåñèñòåìè â îêîëíîñò íà îáùî íóëåâî ðåøåíèå. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.2).Â òîçè ñëó÷àé (ò.å. êîãàòî x∗0 = 0) �óíêöèÿòà íà ñðàâíÿâàíå F = F (t; t0, x0) ïðèåìàâèäà
F (t; t0, x0) =

‖x1(t; t0, x0)‖
‖x2(t; t0, x0)‖

, t ∈ R+, (t0, x0) ∈ R+ ×D.Çà óëåñíåíèå â ñëó÷àÿ x∗0 = 0 ùå èçïîëçóâàìå ñëåäíèòå ïî-ïðîñòè îçíà÷åíèÿ [f1] ≺
[f2], [f1] ≻ [f2], è ò. í. âìåñòî ñúîòâåòíèòå îçíà÷åíèÿ ([f1] ≺ [f2])0, ([f1] ≻ [f2])0 è ò.í.Äà ðàçãëåäàìå íÿêîè ïðèìåðè.Ïðèìåð 1. Íåêà f1(t, x) = a1x, f2(t, x) = a2x, (t, x) ∈ R+ × R, a1a2 6= 0. Òîãàâàðåøåíèÿòà íà çàäà÷èòå (1) è (2), ñà ñúîòâåòíî:

x1(t; t0, x0) = x0e
a1(t−t0), x2(t; t0, x0) = x0e

a2(t−t0).Î÷åâèäíî, îò ðàâåíñòâàòà
lim
t→∞

F (t; t0, x0) = lim
t→∞

|x1(t; t0, x0)|
|x2(t; t0, x0)|

= lim
t→∞

e(a1−a2)(t−t0) =






0, àêî a1 < a2;

1, àêî a1 = a2;

+∞, àêî a1 > a2ñëåäâà, ÷å: [f1] ≺ [f2], àêî a1 < a2; [f1] ∼ [f2], àêî a1 = a2; [f1] ≻ [f2], àêî a1 > a2.Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, ïðè êîéòî íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (1) è (2) ñàóñòîé÷èâè. Â òîçè ñëó÷àé å âúçìîæíî ñèñòåìèòå (1) è (2) äà íå ñà ñðàâíèìè â x∗0 = 0.Â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð ñà êîíñòðóèðàíè äâå ñêàëàðíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñíóëåâè ðåøåíèÿ, êîèòî ñà íåñðàâíèìè ïî ñìèñúëà íà äå�èíèöèÿ 1, ò.å. çà ðåøåíèÿòàíà ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ íå å èçïúëíåíî íèòî åäíî îò óñëîâèÿòà íà äå�èíèöèÿ 1.Ïðèìåð 2. Íåêà n = 1, f1(t, x) = (cos t− t sin t−2)x, f2(t, x) = (t cos t+sin t−2)x.�åøåíèÿòà íà íà÷àëíèòå çàäà÷è (1) è (2) ñà ñúîòâåòíî:
x1(t; t0, x0) =

x0e
−(2−cos t)t

e−(2−cos t0)t0
è x2(t; t0, x0) =

x0e
−(2−sin t)t

e−(2−sin t0)t0
.Åòî çàùî,

lim inf
t→∞

|x1(t; t0, x0)|
|x2(t; t0, x0)|

=
e−(2−sin t0)t0

e−(2−cos t0)t0
lim inf
t→∞

e(cos t−sin t)t =
e−(2−sin t0)t0

e−(2−cos t0)t0
lim
k→∞

e−(π

2
+2kπ) = 0è

lim sup
t→∞

|x1(t; t0, x0)|
|x2(t; t0, x0)|

=
e−(2−sin t0)t0

e−(2−cos t0)t0
lim
k→∞

e2kπ = ∞.



Àâòîðå�åðàò 7Ñëåäîâàòåëíî íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (1) è (2) ñà íåñðàâíèìè.Íåêà îòíîâî ðàçãëåäàìå îáùàòà çàäà÷à çà ñðàâíÿâàíå íà íåíóëåâèòå ðåøåíèÿ íàäâåòå ñèñòåìè (1) è (2) îòíîñíî îáùîòî èì ðåøåíèå x1(t; t0, x
∗
0) = x2(t; t0, x

∗
0) (âæ.óñëîâèÿ (Í 0.1)). Êàòî èçâúðøèì ñóáñòèòóöèÿòà y(t) = x(t)−x1(t; t0, x

∗
0) â ñèñòåìèòå(1) è (2), ëåñíî ñå óâåðÿâàìå, ÷å �óíêöèèòå

y1(t; t0, y0) = x1(t; t0, x0) − x1(t; t0, x
∗
0) è y2(t; t0, y0) = x2(t; t0, x0) − x2(t; t0, x

∗
0)ñà ðåøåíèÿ íà íà÷àëíèòå çàäà÷è:

ẏ = Φ1(t; y), y1(t0; t0, y0) = x0 − x∗0 (3)è
ẏ = Φ2(t, y), y2(t0; t0, y0) = x0 − x∗0, (4)êúäåòî

Φ1(t, y) = f1(t, y + x1(t; t0, x
∗
0)) − f1(t, x1(t; t0, x

∗
0))è

Φ2(t, y) = f2(t, y + x2(t; t0, x
∗
0)) − f2(t, x2(t; t0, x

∗
0)).Î÷åâèäíî å ñúùî òàêà, ÷å ñèñòåìèòå (3) è (4) ïðèòåæàâàò íóëåâè ðåøåíèÿ. Îñâåíòîâà

‖x1(t; t0, x0) − x1(t; t0, x
∗
0)‖

‖x2(t; t0, x0) − x2(t; t0, x∗0)‖
=

‖y1(t; t0, y0)‖
‖y2(t; t0, y0)‖

.Åòî çàùî (àêî å èçâåñòíî îáùîòî íåíóëåâî ðåøåíèå x1(t; t0, x
∗
0) = x2(t; t0, x

∗
0)) çà-äà÷àòà çà ñðàâíÿâàíå íà ðåøåíèÿòà íà äâåòå ñèñòåìè (1) è (2) ìîæå äà áúäå ñâåäåíàäî çàäà÷à çà ñðàâíÿâàíå íà íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (3) è (4).Â ïàðàãðà� 1.2 ñà ïðèâåäåíè íÿêîè ïîäãîòâèòåëíè ðåçóëòàòè, êîèòî ñà íåîáõî-äèìè çà äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â ãëàâà 1. Ôîðìóëèðàíà å åäíàòåîðåìà íà T. Wazewski, (ïî-òî÷íî êëàñè÷åñêèÿò òîïîëîãè÷åí ïðèíöèï, â òåîðèÿòàíà îáèêíîâåíèòå äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ1).Â ïàðàãðà� 1.3 ñà äîêàçàíè íÿêîè äè�åðåíöèàëíè íåðàâåíñòâà. �àçãëåæäàìå ñèñ-òåìàòà

ẋ = Ax+ f(t, x), (5)çà êîÿòî ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ (Í 0.3):(Í 0.3.1) A å ðåàëíà n×n-ìàòðèöà. Âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λ1, . . . λn íà
A ñà ðåàëíè ÷èñëà è λ1 ≤ λk ≤ λn, k = 1, . . . , n.(Í 0.3.2) D å îáëàñò â R

n; 0 ∈ D; f : R×D −→ R
n å Ëèïøèöîâà �óíêöèÿ ïîâòîðèÿò ñè àðãóìåíò â D, ò.å.

‖f(t, x1) − f(t, x2)‖ ≤ Lf‖x1 − x2‖, (6)êúäåòî t ∈ R; x1, x2 ∈ D è f(t, 0) = 0.Äîêàçàíî å, ÷å2 àêî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.3), òî çà âñÿêî b > 0 ñúùåñòâóâàëèíåéíî íåîñîáåíî èçîáðàæåíèå C : R
n −→ R

n, η = Cx, òàêîâà, ÷å:1Äîêàçàòåëñòâàòà íà òåîðåìàòà íà T. Wazewski, òåîðåìà 1.3 è ëåìà 1.1 ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíèâ [Har64, IV, �4℄, [LL69, 2, �11℄.2âæ. ëåìà 1.2, ñòð. 42



Àâòîðå�åðàò 8(1) Ñ ïîìîùòà íà èçîáðàæåíèåòî C ñèñòåìàòà (5) äîáèâà âèäà
η̇k = λkη

k +

k−1∑

j=1

bkjη
k + ψk(t, η), k = 1, . . . , n, (7)êúäåòî η = (η1, . . . , ηn), ψ = (ψ1, . . . , ψn).(2) ψk : R+ × C−1(D) −→ R ñà íåïðåêúñíàòè �óíêöèè, k = 1, . . . , n.(3) Êîå�èöèåíòèòå bkj óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà |bj| ≤ b, k = 1, . . . , n, j =

1, . . . , k.(4) Âàëèäíî å íåðàâåíñòâîòî ‖ψ(t, x)‖ ≤ Lψ‖x‖, êúäåòî (t, x) ∈ R+ × C−1(D) è
Lψ = Lf‖C‖‖C−1‖.(5) Àêî ãðàíèöàòà lim

x→0

‖f(t,x)‖
‖x‖

= 0 ñúùåñòâóâà è å ðàâíîìåðíà îòíîñíî t ∈ R+, òîãðàíèöàòà lim
η→0

‖ψ(t,η)‖
‖η‖

= 0 ñúùî ñúùåñòâóâà è å ðàâíîìåðíà îòíîñíî t ∈ R+.Åòî çàùî, ïî-íàäîëó ùå èçñëåäâàìå ñèñòåìàòà (7). Â ñëåäâàùèòå äâå òâúðäåíèÿñà �îðìóëèðàíè îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò ïàðàãðà� 1.3.Ëåìà 1. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.3).Òîãàâà ñúùåñòâóâà îáðàòèìà ìàòðèöà C òàêàâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 è âñÿêî t ≥ 0ñà âàëèäíè íåðàâåíñòâàòà:
d

dt

(
(η(t, η1))

2 exp(−2(λn + εn2 + nLψ)t)

)
< 0;

d

dt

(
(η(t, η1))

2 exp(−2(λ1 − εn2 − nLψ)t)

)
> 0,

(8)êúäåòî: η(t, η1) = Cx1(t, x1); η1 = Cx1; x1(t, x1) å ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (5) ñ íà÷àëíîóñëîâèå x1(0, x1) = x1; x1 ∈ D \ 0; t ∈ R+ è Lψ = Lf‖C‖‖C−1‖.Ñëåäñòâèå 1. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.3)(2) Âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà A ñà îòðèöàòåëíè, ò.å.
λ1 ≤ · · · ≤ λn < 0.(3) Ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
x→0

‖f(t, x)‖
‖x‖ = 0,ðàâíîìåðíî îòíîñíî t ∈ R+.Òîãàâà ñúùåñòâóâàò îáðàòèìà ìàòðèöà C è êîíñòàíòà T > 0 òàêèâà, ÷å çà âñÿêî

ε > 0 è çà âñÿêî t ≥ T ñà âàëèäíè íåðàâåíñòâàòà:
d

dt

(
‖η(t, η1)‖2 exp(−2(λn + εn(n+ 1))t)

)
< 0;

d

dt

(
‖η(t, η1)‖2 exp(−2(λ1 − εn(n+ 1))t)

)
> 0,

(9)êúäåòî: η(t, η1) = Cx1(t, x1); η1 = Cx1; x1(t, x1) å ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (5) ñ íà÷àëíîóñëîâèå x1(0, x1) = x1; x1 ∈ D \ 0 è ‖x1‖ å äîñòàòú÷íî ìàëêî ÷èñëî; t ∈ R+ è Lψ =
Lf‖C‖‖C−1‖.



Àâòîðå�åðàò 9Â ïàðàãðà� 1.3 ñà ïîëó÷åíè è íÿêîè äðóãè îöåíêè çà ïðîèçâîäíàòà íà íîðìàòàíà ðåøåíèåòî x(t; t0, x0) íà íà÷àëíàòà çàäà÷à
ẋ = f(t, x), x(t0; t0, x0) = x0, (10)êúäåòî: f : R+ ×D −→ R

n, (t0, x0) ∈ R+ ×D è D å îáëàñò â R
n.Ïðåäè äà �îðìóëèðàìå ðåçóëòàòèòå îò ïàðàãðà� 1.3 ùå âúâåäåì ïîíÿòèÿòà äîëíàè ãîðíà äè�åðåíöèàëíà õàðàêòåðèñòèêè íà �óíêöèÿ.Äå�èíèöèÿ 2. Íåêà h ∈ C

1(R+ × R
n,Rn). ×èñëàòà

κ0(h, t) = min
‖x‖=1

〈
∂h

∂x
(t, 0)x, x

〉 è κ0(h, t) = max
‖x‖=1

〈
∂h

∂x
(t, 0)x, x

〉ùå íàðè÷àìå ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà äè�åðåíöèàëíè õàðàêòåðèñòèêè íà �óíêöèÿòà
h = h(t, x).Ëåìà 2. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) f ∈ C1(R+ ×D,Rn), 0 ∈ D è f(t, 0) = 0 çà âñÿêî t ∈ R+.(2) Ñúùåñòâóâàò ÷èñëà 0 ≤ a ≤ b è îãðàíè÷åíè �óíêöèè φ, ψ ∈ C(R+,R+)òàêèâà, ÷å

f(t, x) =
∂f

∂x
(t, 0)x+ g(t, x)è

φ(t)‖x‖1+a ≤ ‖g(t, x)‖ ≤ ψ(t)‖x‖1+b çà âñÿêî (t, x) ∈ R+ ×D.(3) 0 < ‖x(t; t0, x0)‖ < 1 çà âñÿêî t ≥ t0, x0 ∈ D ∩ B(1).(4) Íåêà ñ ‖x(t; t0, x0)‖′ îçíà÷èì ëÿâàòà èëè äÿñíàòà ïðîèçâîäíà íà �óíêöèÿòà
‖x(t; t0, x0)‖.Òîãàâà çà âñÿêà íà÷àëíà òî÷êà (t0, x0) ∈ R+ ×D ñà âàëèäíè íåðàâåíñòâàòà:

κ0(f, t)‖x(t; t0, x0)‖ − ψ(t)‖x(t; t0, x0)‖1+b ≤ ‖x0(t; t0, x0)‖′ ≤

≤ κ0(f, t)‖x(t; t0, x0)‖ + ψ(t)‖x(t; t0, x0)‖1+b; (11)
‖x(t; t0, x0)‖ ≤ ‖x0‖ exp




t∫

t0

κ0(f, r)dr


+

t∫

t0

ψ(s) exp




t∫

s

κ0(f, r)dr


 dsè

‖x(t; t0, x0)‖ ≥ ‖x0‖ exp




t∫

t0

κ0(f, r)dr


−

t∫

t0

ψ(s) exp




t∫

s

κ0(f, r)dr


ds.Ëåìà 3. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) f ∈ C

1(R+ ×D,Rn) è f(t, 0) = 0, t ∈ R+.(2) Íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (10) å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî.(3) Ñúùåñòâóâàò ÷èñëà 0 ≤ a ≤ b è îãðàíè÷åíè �óíêöèè φ, ψ ∈ C(R+,R), g ∈
C(R+ ×D,Rn) òàêèâà, ÷å

f(t, x) =
∂f

∂x
(t, 0)x+ g(t, x)
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φ(t)‖x‖1+a ≤

〈
g(t, x),

x

‖x‖

〉
≤ ψ(t)‖x‖1+b çà âñÿêî (t, x) ∈ R+ ×D.(4) Íåêà ñ ‖x(t; t0, x0)‖′ îçíà÷èì ëÿâàòà èëè äÿñíàòà ïðîèçâîäíà íà �óíêöèÿòà

‖x(t; t0, x0)‖.Òîãàâà çà âñÿêî íà÷àëíî óñëîâèå (t0, x0) ∈ R+ × (D \ 0) ñà âàëèäíè íåðàâåíñòâàòà:
κ0(f, t)‖x(t; t0, x0)‖ + φ(t)‖x(t; t0, x0)‖1+a ≤ ‖x(t; t0, x0)‖′ ≤

≤ κ0(f, t)‖x(t; t0, x0)‖ + ψ(t)‖x0(t; t0, x0)‖1+b; (12)
‖x(t; t0, x0)‖ ≤ ‖x0‖ exp




t∫

t0

κ0(f, r)dr



+

t∫

t0

ψ(s) exp




t∫

s

κ0(f, r)dr



 dsè
‖x(t; t0, x0)‖ ≥ ‖x0‖ exp




t∫

t0

κ0(f, r)dr


+

t∫

t0

ψ(s) exp




t∫

s

κ0(f, r)dr


 ds.Â ïàðàãðà� 1.4 å �îðìóëèðàí è äîêàçàí ñëåäíèÿò ðåçóëòàò çà ñðàâíèìîñò íà íóëå-âèòå ðåøåíèÿ íà äâå ñèñòåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, â çàâèñèìîñò îò ñîáñòâåíèòåñòîéíîñòè íà ñúîòâåòíèòå ëèíåéíè ÷àñòè.Òåîðåìà 3. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.1).(2) Ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå

lim
x→0

‖f1(t, x)‖
‖x‖ = lim

x→0

‖f2(t, x)‖
‖x‖ = 0,ðàâíîìåðíî îòíîñíî t ∈ R+.(3) Âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λk è µk, k = 1, . . . , n, íà ìàòðèöàòà A1 è A2,ñúîòâåòíî, ñà ðåàëíè îòðèöàòåëíè ÷èñëà è λ1 ≤ · · · ≤ λn (µ1 ≤ · · · ≤ µn).Òîãàâà:(1) Àêî λn < µ1, òî [f1] ≺ [f2].(2) Àêî µn < λ1, òî [f2] ≺ [f1].�àçãëåæäàìå ïàðàìåòðè÷íîòî ñåìåéñòâî ñèñòåìè

ẋ = fc(t, x), (13)êúäåòî c ∈ J , J ⊆ R
p, p ∈ N. Íåêà îñâåí òîâà çà âñÿêî c ∈ J çà ñèñòåìàòà (13) ñàâàëèäíè óñëîâèÿòà (Í 1.1) è êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî å óñòîé÷èâà ñòàöèîíàðíà òî÷êàíà íåÿ.Çà ñèñòåìàòà (13) âúçíèêâà ñëåäíèÿò âúïðîñ: Ìîæå ëè äà ñå îïðåäåëè îáëàñò J≺(J≻) â J2 òàêàâà, ÷å àêî (c1, c2) ∈ J≺ ((c1, c2) ∈ J≻), òî [fc1 ] ≺ [fc2] ([fc1] ≻ [fc2])? Åñ-òåñòâåíî å òàêèâà îáëàñòè äà íàðè÷àìå îáëàñòè íà ìîíîòîííî ïðåäõîæäàíå â ïðîñ-òðàíñòâîòî îò ïàðàìåòðè íà ñèñòåìàòà (13). Èçó÷àâàíåòî íà òåçè îáëàñòè íè äàâàïî-ïúëíà ïðåäñòàâà çà ïîâåäåíèåòî íà óñòîé÷èâèòå ðàâíîâåñíè ñúñòîÿíèÿ íà ñèñòå-ìàòà (13) ïðè ïðîìÿíà íà ïàðàìåòúðà c. Âåäíàãà ùå îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé



Àâòîðå�åðàò 11å íåâúçìîæíî äà ïîëó÷èì äîñòàòú÷íî àäåêâàòíè ðåçóëòàòè çà âèäà íà îáëàñòèòå íàïðåäõîæäàíå çà ñèñòåìàòà (13).Ïðèìåð 3. Íåêà:
fa,d,k(t, x) = Aa,d,kx+ g(t, x), Aa,d,k =




−a −d+ 1 0

−a + 1 −d 0

a −ka −a− 1


è

lim
x→0

‖g(t, x)‖
‖x‖ = 0,êúäåòî a, d, k ñà ðåàëíè ÷èñëà òàêèâà, ÷å a > −1 è d > 1 − a, k ∈ R.Ïðåñìÿòàìå ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà A:

λ1(a, d, k) = −1, λ2(a, d, k) = −a− 1 è λ3(a, d, k) = −a− d+ 1.Îò íåðàâåíñòâàòà λi(a, d, k) < 0, i = 1, 2, 3, ñëåäâà, ÷å (0, 0, 0) å àñèìïòîòè÷íîóñòîé÷èâà ñòàöèîíàðíà òî÷êà íà ñèñòåìàòà
ẋ = fa,d,k(t, x) = Ax+ g(t, x). (14)Îò òåîðåìà 3 ñëåäâà, ÷å àêî a1 > −1, d1 > 1 − a1, a2 > −1, d2 > 1 − a2 è îñâåíòîâà, àêî a2 < a1 è d2 < d1, òî [fs1,d1,k1] ≺ [fa2,d2,k2] çà âñåêè äâå ÷èñëà k1, k2 ∈ R. Ùåîòáåëåæèì, ÷å äîêîëêîòî ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè λi(a, d, k), i = 1, 2, 3, íà ìàòðèöàòà Aíå çàâèñÿò îò k, òî �áúðçèíàòà� íà ïðèâëè÷àíå íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà (14) êúìíóëåâîòî ðåøåíèå ñúùî íå çàâèñè îò k.Íåêà

J = {c : c = (a, d, k), a > −1, d > 1 − a, k ∈ R} .Íåïîñðåäñòâåíî ñå óáåæäàâàìå, ÷å
J≺ {(c1, c2) ∈ J : ci = (ai, di, ki), i = 1, 2; a1 < a2, d1 < d2R}è
J≻ {(c1, c2) ∈ J : ci = (ai, di, ki), i = 1, 2; a1 > a2, d1 > d2R} .Â ïàðàãðà� 1.4 ñ ïîìîùòà íà òåîðåìà 3 ñà èçó÷åíè íÿêîè ìîäåëè îò áèîëîãèÿòàè ìåäèöèíàòà.Ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà ñëåäíèÿ ïðèìåð.Ïðèìåð 4. �àçãëåæäàìå äè�åðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

ẍ+ ẋ3 − aẋ+ bx = 0, (15)êúäåòî è b ñà ðåàëíè ïàðàìåòðè. Óðàâíåíèåòî (15) å ÷àñòåí ñëó÷àé íà óðàâíåíèåòîíà Lie�nard3. Òîâà óðàâíåíèå å ìîäåë íà ñúðäå÷íî-ñúäîâà äåéíîñò è öèðêóëàöèÿ íàêðúâòà â ÷îâåøêèÿ îðãàíèçúì.Ïîëàãàìå y = ẋ è ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
ẋ = y, ẏ = −y3 + ay − bx. (16)Íà �èãóðà 0.1 å èçîáðàçåí �àçîâèÿò ïîðòðåò íà ñèñòåìàòà (16) ïðè a = −4 è

b = 1.3âæ. [Zee73℄, [MM76℄, [VM97℄, è [Tho82℄.
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Ôèãóðà 1. Ôàçîâ ïîðòðåò íà ñèñòåìàòà (16) ïðè a = −4 è b = 1Ëèíåàðèçèðàìå ñèñòåìàòà (16) â îêîëíîñò íà êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî. Çà öåëòàïîëàãàìå
fa,b(x) =




y

−y3 + ay − bx



 , Aa,b =
∂f(0, 0)

∂(x, y)
=




0 1

−b a



 .Òîãàâà ñúîòâåòíàòà ëèíåàðèçèðàíà ñèñòåìà èìà âèäà
ẋ = y, ẏ = −bx+ ay.Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà Aa,b ñà

λ1(a, b) =
a+

√
a2 − 4b

2
, λ2(a, b) =

a−
√
a2 − 4b

2
.�àçãëåæäàìå ñëó÷àÿ b > 0, < −2

√
b. Òîãàâà λ1,2(a, b) < 0 è î÷åâèäíî (0, 0) åàñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ñòàöèîíàðíà òî÷êà íà ñèñòåìàòà (16). Íåêà a∗ è b∗ ñà êîí-ñòàíòè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà a∗ < −2

√
b∗ è b∗ > 0. Òîãàâà, àêî < ∗è b = a2−a2∗+4b∗

4
, òî λi(a, b) < λj(a∗, b∗), i, j = 1, 2. Åòî çàùî îò òåîðåìà 3 ñëåäâà, ÷å âòîçè ñëó÷àé [fa,b] ≺ [fa∗,b∗ ]. Íàïðèìåð [f−2,− 1

4

] ≺ [f−1,−1].Íåêà ðàçãëåäàìå ïàðàìåòðèòå a è b êàòî �óíêöèè íà åäèí ïàðàìåòúð c. Íàïðèìåð,íåêà a(c) = −c2 è b(c) = c4−c6

4
, êúäåòî c ∈ [−1, 1]. Ïîëàãàìå λi(c) = λi(a(c), b(c)) < 0,

i = 1, 2. Íåêà îñâåí òîâà c∗ å �èêñèðàí ïàðàìåòúð. Íåðàâåíñòâîòî λ2(c∗) < λ1(c)äîáèâà âèäà
−c2∗ + c4∗ < −c2 − c4. (17)Åòî çàùî îò íåðàâåíñòâàòà λ1(c) < λ2(c) è λ1(c∗) < λ2(c∗) è òåîðåìà 3 ñëåäâà, ÷åçà âñÿêà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà c, çà êîÿòî å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî (17), èìàìå

[fa(c∗),b(c∗)] ≺ [fa(c),b(c)]. Òåçè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà áúäàò îíàãëåäåíè ãåîìåòðè÷íîïîñðåäñòâîì äèàãðàìàòà èçîáðàçåíà íà �èãóðà 0.2. Íà òàçè �èãóðà å èçîáðàçåíàãðà�èêà íà íåÿâíàòà �óíêöèÿ c = c(c∗), êîÿòî ñå çàäàâà ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèåòî
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Ôèãóðà 2. Îáëàñò íà ìîíîòîííî ïðåäõîæäàíå
−c2∗ + c4∗ = −c2 − c4. Ìíîæåñòâîòî J≺ îò âñè÷êè äâîéêè (c, c∗), çà êîèòî å âàëèäíîíåðàâåíñòâîòî (17), ò.å. çà êîèòî [fa(c),b(c)] ≺ [fa(c∗),b(c∗)], ëåæè �âúòðå â âåðòèêàëíàòàîñìèöà�, èçîáðàçåíà íà �èãóðà 0.2. A ìíîæåñòâîòî J≻ îò âñè÷êè äâîéêè (c, c∗), çàêîèòî å âàëèäíà èìïëèêàöèÿòà [fa(c),b(c)] ≻ [fa(c∗),b(c∗)], ëåæè �âúòðå â õîðèçîíòàëíà-òà îñìèöà�, èçîáðàçåíà íà �èãóðà 0.2. Â òîçè ñëó÷àé ñà îïðåäåëåíè îáëàñòèòå íàìîíîòîííî ïðåäõîæäàíå. Î÷åâèäíî J≺ ∪ J≻ 6= R

2. Çà ïàðàìåòðèòå îò ìíîæåñòâîòî
R

2 \ (J≺ ∪ J≻) ñèñòåìèòå ñà íåñðàâíèìè.Àêî > 2
√
b, òî ïîëàãàéêè ξ(t) = x(−t) è η(t) = y(−t), ìîæåì äà ñâåäåì ðàçã-ëåæäàíèÿòà äî àíàëîãè÷íè íà íàïðàâåíèòå ïî-ãîðå. Çà ïúëíîòà íåêà îòáåëåæèì, ÷åàêî ∈ [−2

√
b, 2

√
b], òî Imλi(a, b) 6= 0. Â òîçè ñëó÷àé îò êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íàE. Hopf ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà åäíîïàðàìåòðè÷íî ñåìåéñòâî îò çàòâîðåíè îðáèòè íàñèñòåìàòà (16) â îêîëíîñò íà êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî.Â ïàðàãðà� 1.5 ñà ïîëó÷åíè òâúðäåíèÿ çà ñðàâíèìîñò íà íóëåâèòå ðåøåíèÿ íàñèñòåìèòå (1) è (2), êîèòî ñå áàçèðàò íà ïîíÿòèåòî ëîãàðèòìè÷åí èíäåêñ íà �óíêöèÿ.Äå�èíèöèÿ 3. Íåêà h ∈ C(R+,R

n).×èñëîòî µ ∈ R+ ñå íàðè÷à ëîãàðèòìè÷åí èíäåêñ íà �óíêöèÿòà h = h(t), àêî çàâñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè Ci = Ci(ε) > 0, i = 1, 2, òàêèâà, ÷å:(1) Çà âñÿêî ÷èñëî A ∈ R+ ñúùåñòâóâà t ≥ A òàêîâà, ÷å
‖h(t)‖ ≥ C1 exp(−(µ+ ε)t).(2) Çà âñÿêî t ∈ R+ å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî
‖h(t)‖ ≤ C2 exp(−(µ − ε)t).Àêî çà âñÿêî µ ∈ R+ è çà âñÿêî t ∈ R+ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

‖h(t)‖ ≤ C2 exp(−µt),



Àâòîðå�åðàò 14òî ëîãàðèòìè÷íèÿò èíäåêñ íà �óíêöèÿòà h = h(t) å ∞.Àêî çà âñÿêî µ > 0 è çà âñÿêî A ∈ R+ ñúùåñòâóâà t ≥ A òàêîâà, ÷å
‖h(t)‖ ≥ C1 exp(−µt),òî ëîãàðèòìè÷íèÿò èíäåêñ íà �óíêöèÿòà h = h(t) å 0.Çàáåëåæêà 1. Íåêà ‖h(t)‖ 6= 0 çà âñÿêî t ∈ R+. Òîãàâà µ å ëîãàðèòìè÷åí èíäåêñíà �óíêöèÿòà h = h(t), àêî4

µ = − lim sup
t→∞

1

t
ln ‖h(t)‖.Çàáåëåæêà 2. Íåïîñðåäñòâåíî îò äå�èíèöèÿ 1.9 ñëåäâà, ÷å àêî µ > 0 å ëîãà-ðèòìè÷íèÿò èíäåêñ íà �óíêöèÿòà h(t), òî çà âñÿêî ε > 0 ñà âàëèäíè ñëåäíèòå äâåðàâåíñòâàòà:

lim sup
t→∞

‖h(t)‖ exp((µ+ ε)t) = ∞ è lim
t→∞

‖h(t)‖ exp((µ− ε)t) = 0. (18)Îáðàòíîòî òâúðäåíèå ñúùî å âÿðíî: Àêî çà êîíñòàíòàòà µ > 0 è çà âñÿêî ε > 0 ñàâàëèäíè ðàâåíñòâàòà (18), òî µ å ëîãàðèòìè÷åí èíäåêñ íà �óíêöèÿòà h(t).Âúâåæäàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ (Í 0.4):(Í 0.4.1) Èçïúëíåíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.2).(Í 0.4.2) Íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (1) è (2) ñà àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷è-âè.(Í 0.4.3) Ñúùåñòâóâàò ÷èñëà ai, bi, 0 ≤ ai ≤ bi è îãðàíè÷åíè �óíêöèè φi, ψi ∈
C(R+,R), gi ∈ C(R+ × D,Rn) òàêèâà, ÷å çà âñÿêà òî÷êà (t, x) ∈
R+ ×D ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà:

fi(t, x) =
∂fi
∂x

(t, 0)x+ gi(t, x)è
φi(t)‖x‖1+ai ≤

〈
gi(t, x),

x

‖x‖

〉
≤ ψi(t)‖x‖1+bi , i = 1, 2.Âàëèäíà å ñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 4. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Èçïúëíåíî å óñëîâèåòî (Í 0.2).(2) µ1 = µ1(t0, x0) è µ2 = µ2(t0, x0) ñà ëîãàðèòìè÷íè èíäåêñè ñúîòâåòíî íà ðåøå-íèÿòà x1(t; t0, x0) è x2(t; t0, x0) íà ñèñòåìèòå (1) è (2), (t0, x0) ∈ R+× (D \{0}).(3) Íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (1) è (2) ñà ñðàâíèìè.(4) µ1(t0, x0) > µ2(t0, x0) çà âñÿêà òî÷êà (t0, x0) ∈ R+ × (D \ {0}).Òîãàâà [f1] ≺ [f2].Ùå îòáåëåæèì, ÷å óñëîâèåòî µ1 6= µ2 (âæ. óñëîâèåòî (4)) íà òåîðåìà 4 å ñúùåñò-âåíî.4âæ. [Har64, Chapter IV,�4℄.



Àâòîðå�åðàò 15Ïðèìåð 5. Àêî µ1 = µ2 = const, òî íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (1) è (2) ñàíåñðàâíèìè îòíîñíî ðåëàöèèòå ≺, ≻ è ∼ â îáùèÿ ñëó÷àé. Íàïðèìåð, íåêà: n = 1,
x0 > 0,

f1(t, x) = x (−2 + cos t− t sin t) è f2(t, x) = x (−2 + t cos t+ sin t) .Òîãàâà:
x1(t; 0, x0) = x0 exp(t(−2 + cos t)) è x2(t; 0, x0) = x0 exp(t(−2 + sin t)).Î÷åâèäíî ðåøåíèÿòà x1(t; 0, x0) è x2(t; 0, x0) ñà àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâè.Ïðåñìÿòàìå ëîãàðèòìè÷íèòå èíäåêñè íà ðåøåíèÿòà x1(t; 0, x0) è x2(t; 0, x0):

µ1(0, x0) = − lim sup
t→∞

1

t
ln (x0 exp(t(−2 + cos t))) = − lim sup

t→∞

1

t
(ln x0 + t(−2 + cos t)) =

= lim sup
t→∞

(2 − cos t) = 3,

µ2(0, x0) = − lim sup
t→∞

1

t
ln (x0 exp(t(−2 + sin t))) = − lim sup

t→∞

1

t
(ln x0 + t(−2 + sin t)) =

= lim sup
t→∞

(2 − sin t) = 3.Ñëåäîâàòåëíî, µ1(0, x0) = µ2(0, x0) = 3 çà âñÿêî x0 > 0. Îò äðóãà ñòðàíà, î÷åâèäíî
|x1(t; 0, 1)|
|x2(t; 0, 1)| = exp(t(cos t− sin t)),ò.å.

lim inf
t→∞

|x1(t; 0, 1)|
|x2(t; 0, 1)| = 0 è lim sup

t→∞

|x1(t; 0, 1)|
|x2(t; 0, 1)| = ∞.Åòî çàùî íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ðàçãëåäàíèòå óðàâíåíèÿ ñà íåñðàâíèìè.Â ñëåäâàùàòà ëåìà ñà ïîëó÷åíè äâå íåðàâåíñòâà, êîèòî äàâàò âðúçêà ìåæäó ãîð-íàòà (äîëíàòà) äè�åðåíöèàëíà õàðàêòåðèñòèêà íà �óíêöèÿòà f1(t, x) è ëîãàðèòìè÷-íèòå èíäåêñè íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà (1).Ëåìà 4. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.4).(2) κ0(f1, t) ≤ κ0(f1, t) ≤ κ < 0, t ∈ R+.(3) Ñúùåñòâóâà ÷èñëî m < 0 òàêîâà, ÷å

m ≤ 1

t

t∫

0

κ0(f1, r) dr çà âñÿêî t ∈ R+. (19)(4) µ1 = µ1(t1, x1) å ëîãàðèòìè÷íèÿò èíäåêñ íà ðåøåíèåòî x1(t; t1, x1) íà ñèñòå-ìàòà (1), (t1, x1) ∈ R+ × (D \ {0}).Òîãàâà
lim inf
t→∞

1

t− t1

t∫

t1

κ0(f1, r)dr ≤ −µ1(t1, x1) ≤ lim sup
t→∞

1

t− t1

t∫

t1

κ0(f1, r)dr (20)



Àâòîðå�åðàò 16çà âñÿêî (t1, x1) ∈ R+ × (D \ {0}).Ïðèìåð 6. �àçãëåæäàìå ñèñòåìèòå
ẋ = fi(t, x) = Ai(t, ε)x+ εgi(t, x), (21)êúäåòî

Ai(t, ε) =




ai1(t) εbi1(t) 0 . . . 0 0

0 ai2(t) εbi2(t) . . . 0 0

0 0 ai3(t) . . . 0 0... ... ... ... ...
0 0 0 . . . ain−1(t) εbin−1(t)

εbin(t) 0 0 . . . 0 ain




;

ij , bij ∈ C
1(R,R), i = 1, 2, j = 1, . . . , n; ε å ðåàëåí ïîëîæèòåëåí ïàðàìåòúð; gi ∈

C
1(R × R

n,Rn), gi(t, 0) = 0. Íåêà ñà âàëèäíè óñëîâèÿòà (Í 1.1).Ñèñòåìèòå (21) ñå èçïîëçóâàò çà äèíàìè÷íî ìîäåëèðàíå íà öèêëè â òåîðèÿ íàãðà�èòå è íåâðîííèòå ìðåæè. Òàêúâ âèä ñèñòåìè (ñèñòåìè íà Turing) ñå èçïîëçóâàòè ïðè ìîäåëèðàíå íà ïðåíîñíè ïðîöåñè â áèîëîãè÷íè êëåòêè, âæ. [Sma80℄.Ïîëàãàìå:
aimax(t) = max{aij(t) : j = 1, . . . , n}, t ∈ R;

ai0 = sup{aimax(t) : t ∈ R};

bimax(t) = max{bij(t) : j = 1, . . . , n}, t ∈ R;

bi0 = sup{|bimax(t)| : t ∈ R};

gimax(t) = max
{〈

∂gi(t,0)
∂x

x, x
〉

: ‖x‖ = 1
}
, t ∈ R;

gi0 = sup{|gimax(t)| : t ∈ R},êúäåòî i = 1, 2.Íåêà îñâåí òîâà ñà âàëèäíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:
i0 < 0, bi0 <∞, gi0 <∞, i = 1, 2; (22)

ε ∈]0, ε0[⊂
]
0,max

{ −ai0
γnbi0 + gi0

: i = 1, 2

}[
, (23)êúäåòî

γn = max

{
n−1∑

k=1

xkxk+1 + x1xn : ‖x‖ = 1, x = (x1, . . . , xn)

}
. (24)



Àâòîðå�åðàò 17Ùå ïîêàæåì, ÷å àêî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (22) è (23), òî îò íåðàâåíñòâîòî
lim sup
t→∞

1

t

t∫

0

a1max(r) dr < lim inf
t→∞

1

t

t∫

0

a2max(r) dr (25)ñëåäâà [f1] ≺ [f2].Ïðåäè âñè÷êî, îò óñëîâèåòî g(t, 0) = 0 è äå�èíèöèÿòà íà �óíêöèèòå f1, f2 ñëåäâà,÷å 0 å ñòàöèîíàðíà òî÷êà íà ñèñòåìèòå (21). Íåùî ïîâå÷å, îò êëàñè÷åñêèòå òåîðåìèíà Ëÿïóíîâ çà óñòîé÷èâîñò ïî ïúðâî ïðèáëèæåíèå5 íà íóëåâî ðåøåíèå ñëåäâà, ÷å ïðèäîñòàòú÷íî ìàëêî ÷èñëî ε > 0 íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìèòå (21) å àñèìïòîòè÷íîóñòîé÷èâî.Ïðåäè äà ïðîâåðèì óñëîâèÿòà íà ñëåäñòâèå 2 ùå ïîëó÷èì íÿêîè îöåíêè çà κ0(fi, t)è κ0(fi, t), i = 1, 2.Íåïîñðåäñòâåíî ïðåñìÿòàìå
〈
∂fi(t, 0)

∂x
x, x

〉
= 〈A(t)x, x〉 + ε

〈
∂gi(t, 0)

∂x
x, x

〉
≤

≤
n∑

k=1

aik(t)(x
k)2 + ε

(
n−1∑

k=1

bik(t)x
kxk+1 + bin(t)x

1xn

)
+ εgi0 ≤

≤ aimax(t)

n∑

k=1

(xk)2 + εbimax(t)

(
n−1∑

k=1

xkxk+1 + x1xn

)
+ εgi0.Åòî çàùî

κ0(fi, t) ≤ κ0(fi, t) ≤ aimax(t) max

{
n∑

k=1

(xk)2 : ‖x‖ = 1

}
+

εbimax(t) max

{(
n−1∑

k=1

xkxk+1 + x1xn

)
: ‖x‖ = 1

}
+ εgi0 =

= aimax(t) + εbimax(t)γn + εgi0.Îò òàêà ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî è óñëîâèåòî (23) íàìèðàìå
κ0(fi, t) ≤ κ0(fi, t) ≤ aimax(t) + εbimaxγn + εgi0 ≤ ai0 + ε0bi 0γn + ε0gi0 < 0,ñ êîåòî å óñòàíîâåíî óñëîâèåòî (2) íà ñëåäñòâèå 2.Óñëîâèåòî (3) íà ñëåäñòâèå 2 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò îãðàíè÷åíîñòòà íà �óíê-öèèòå i max(t)Ñëåäîâàòåëíî íåðàâåíñòâî (25) ãàðàíòèðà èìïëèêàöèÿòà ([f1] ≺ [f2])0.Â ïàðàãðà� 1.6 ñà ïîëó÷åíè íÿêîè ðåçóëòàòè çà ñðàâíèìîñò íà ðåøåíèÿ áàçèðàùèñå íà äè�åðåíöèàëíè íåðàâåíñòâà.5âæ. [RHL77, Chapter I, �6.14℄



Àâòîðå�åðàò 18Âúâåæäàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ (Í 0.5):(Í 0.5.1) Èçïúëíåíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.2).(Í 0.5.2) Íóëåâèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå (1) è (2) ñà ðàâíîìåðíî àñèìïòî-òè÷íî óñòîé÷èâè.(Í 0.5.3) Ñúùåñòâóâàò ÷èñëà ai, bi, 0 ≤ ai ≤ bi è îãðàíè÷åíè �óíêöèè φi, ψi ∈
C(R+,R), gi ∈ C(R+ × D,Rn) òàêèâà, ÷å çà âñÿêà òî÷êà (t, x) ∈
R+ ×D èìàìå

fi(t, x) =
∂fi
∂x

(t, 0)x+ gi(t, x)è
φi(t)‖x‖1+ai ≤

〈
gi(t, x),

x

‖x‖

〉
≤ ψi(t)‖x‖1+bi , i = 1, 2.Òåîðåìà 5. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.5).(2) Ñúùåñòâóâà �óíêöèÿ H1 ∈ C(R+×]0,∞[,R) òàêàâà, ÷å:(à) Àêî t ∈ R+; y1, y2 ∈ D \ {0}, òî

(κ0(f1, t) − κ0(f2, t))
‖y1‖
‖y2‖

+ ψ1(t)
‖y1‖1+b1

‖y2‖
− φ2(t)

‖y1‖
‖y2‖1−a2

≤ H1

(
t,
‖y1‖
‖y2‖

)
.(á) Ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå u1(t), t ∈ [t0,∞[, íà äè�åðåíöèàëíîòîíåðàâåíñòâî

u̇1 > H1(t, u1), u1(t0) ≥ 1, (26)êúäåòî t0 ≥ 0.Òîãàâà:(1) Âàëèäíî å íåðàâåíñòâîòî
‖x1(t; t0, x0)‖
‖x2(t; t0, x0)‖

≤ u1(t),êúäåòî t ≥ t0.(2) Àêî lim
t→∞

u1(t) = 0, òî [f1] ≺ [f2].(3) Àêî u1(t) å îãðàíè÷åíà �óíêöèÿ, òî [f1] � [f2].Ñëåäñòâèå 2. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.5).(2) ψ1(t) ≥ 0 è φ2(t) ≤ 0 çà âñÿêî t ≥ 0.(3) Ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå u1(t), t ∈ [0,∞[, íà äè�åðåíöèàëíîòî íå-ðàâåíñòâî
u̇1 > H1(t, u1) = (κ0(f1, t) − κ0(f2, t))u1 + ψ1(t)u

1+b1
1 − φ2(t)u

1−a2
1 , u1(t0) ≥ 1,êúäåòî t0 ≥ 0.Òîãàâà:(1) Àêî lim sup

t→∞
u1(t) <∞, òî [f1] � [f2].(2) Àêî lim sup

t→∞
u1(t) = 0, òî [f1] ≺ [f2].Òåîðåìà 6. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:



Àâòîðå�åðàò 19(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.5).(2) Ñúùåñòâóâà �óíêöèÿ H2 ∈ C([0,∞[×]0,∞[,R) òàêàâà, ÷å:(à) Àêî t ∈ [0,∞[, y1, y2 ∈ D \ {0}, òî
(κ0(f1, t) − κ0(f2, t))

‖y1‖
‖y2‖

+ φ1(t)
‖y1‖1+a1

‖y2‖
− ψ2(t)

‖y1‖
‖y2‖1−b2

≥ H2

(
t,
‖y1‖
‖y2‖

)
.(á) Ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå u2 = u2(t), t ∈ [0,∞[, íà äè�åðåíöè-àëíîòî íåðàâåíñòâî

u̇2 < H2(t, u2), u2(t0) ≤ 1, (27)êúäåòî t0 ≥ 0.Òîãàâà:(1) Çà âñÿêî t ≥ t0 å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî
u2(t) ≤

‖x1(t; t0, x0)‖
‖x2(t; t0, x0)‖

.(2) Àêî lim
t→∞

u2(t) = ∞, òî [f1] ≻ [f2].(3) Àêî lim inf
t→∞

u2(t) > 0, òî [f1] � [f2].Ñëåäñòâèå 3. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Èçïúëíåíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.5).(2) φ1(t) ≤ 0 è ψ2(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ≥ 0.(3) Ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå u = u2(t), t ∈ [0,∞[, íà äè�åðåíöèàëíîòîíåðàâåíñòâî
u̇2 < H2(t, u2) = (κ0(f1, t) − κ0(f2, t))u2 + φ1(t)u

1+a1
2 − ψ2(t)u

1−b2
2 , u2(t0) ≤ 1,êúäåòî t0 ≥ 0.Òîãàâà(1) Àêî lim sup

t→∞
u2(t) > 0, òî [f1] � [f2].(2) Àêî lim sup

t→∞
u2(t) = ∞, òî [f1] ≻ [f2].Òåîðåìà 7. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà òåîðåìà 5 è òåîðåìà 6 è íåêà

0 < lim inf
t→∞

u2(t) , lim sup
t→∞

u1(t) <∞.Òîãàâà [f1] ∼ [f2].Â ïàðàãðà� 1.7 ñà âúâåäåíè áèíàðíèòå ðåëàöèè ñëàáî ïðåäõîæäàíå, åêâèâàëåíò-íîñò è ñëåäâàíå íà ðåøåíèÿ. Çà òÿõíàòà äå�èíèöèÿ ñà íåîáõîäèìè ñëåäíèòå îçíà÷å-íèÿ
l(t1, t2, x1, x2) = lim inf

t→∞

‖x1(t; t1, x1)‖
‖x2(t; t2, x2)‖è

L(t1, t2, x1, x2) = lim sup
t→∞

‖x1(t; t1, x1)‖
‖x2(t; t2, x2)‖

,êúäåòî (ti, xi) ∈ R+ ×D, i = 1, 2.Äå�èíèöèÿ 4. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.1.1) è (Í 0.1.2). Ùå êàçâàìå,÷å:



Àâòîðå�åðàò 20(1) Ñèñòåìàòà (1) ñëàáî ïðåäõîæäà ñèñòåìàòà (2) â îáëàñòòà D, àêî çà âñÿêàòî÷êà (t1, x1) ∈ R+ × D ñúùåñòâóâà òî÷êà (t2, x2) ∈ R+ × D òàêàâà, ÷å
L(t1, t2, x1, x2) = 0. Â òîçè ñëó÷àé ùå çàïèñâàìå [f1] ≺w [f2].(2) Ñèñòåìàòà (1) å ñëàáî åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìàòà îò (2) â îáëàñòòà D, àêî çàâñÿêà òî÷êà (t1, x1) ∈ R+ ×D ñúùåñòâóâà òî÷êà (t2, x2) ∈ R+ ×D òàêàâà, ÷å

0 < l(t1, t2, x1, x2) ≤ L(t1, t2, x1, x2) <∞. (28)Â òîçè ñëó÷àé ùå çàïèñâàìå [f1] ∼w [f2].(3) Ñèñòåìàòà (1) íå ñëåäâà ñëàáî ñèñòåìàòà îò (2) â îáëàñòòà D, àêî çà âñÿ-êà òî÷êà (t1, x1) ∈ R+ × D ñúùåñòâóâà òî÷êà (t2, x2) ∈ R+ × D òàêàâà, ÷å
L(t1, t2, x1, x2) <∞. Â òîçè ñëó÷àé ùå çàïèñâàìå [f1] �w [f2].Ïðåäè äà �îðìóëèðàìå íÿêîè íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñëàáà ñðàâíè-ìîñò íà ðàçãëåæäàíèòå ñèñòåìè â îáëàñòòà D ùå ïðèâåäåì òâúðäåíèÿ, êîèòî ñëåäâàòíåïîñðåäñòâåíî îò äå�èíèöèÿ 4.Òåîðåìà 8. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Èçïúëíåíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.1.1) è (Í 0.1.2), êúäåòî D = R

n.(2) Âñè÷êè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà îò (2) ñà (ðàâíîìåðíî) îãðàíè÷åíè.(3) [f1] �w [f2].Òîãàâà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà îò (1) ñà (ðàâíîìåðíî) îãðàíè÷åíè.Òåîðåìà 9. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Èçïúëíåíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.1.1) è (Í 0.1.2), êúäåòî D å îãðàíè÷åíà îáëàñò,êîÿòî ñúäúðæà êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî.(2) Íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (2) å óñòîé÷èâî â áúäåùå.(3) [f1] �w [f2].Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1) å óñòîé÷èâî â áúäåùå.Ùå ïðèïîìíèì äå�èíèöèÿòà çà ìîíîòîíåí ïîòîê, ïîðîäåí îò ñèñòåìà äè�åðåí-öèàëíè óðàâíåíèÿ.Äå�èíèöèÿ 5. Ùå êàçâàìå, ÷å ñèñòåìàòà îò (1) ïîðàæäà ìîíîòîíåí ïîòîê, àêîçà âñåêè äâå íà÷àëíè òî÷êè x′1, x′′1 ∈ D, ‖x′1‖ ≤ ‖x′′1‖, å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî
‖x1(t; x

′
1)‖ ≤ ‖x1(t; x

′′
1)‖ çà âñÿêî t ∈ R+.Äå�èíèöèÿ 6. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.1). Ùå êàçâàìå, ÷å èìïëèêàöè-ÿòà [f1] �w [f2] å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â D, àêî çà âñåêè äâå òî÷êè (t1, x1), (t2, x2) ∈

R+ × D, ‖x2‖ ≤ ‖x1‖ ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà L > 0 òàêàâà, ÷å L(t1, t2, x1, x2) ≤ L <
∞. Â òîçè ñëó÷àé ùå çàïèñâàìå [f1] �ww [f2]. Àíàëîãè÷íî àêî çà âñåêè äâå òî÷-êè (t1, x1), (t2, x2) ∈ R+ × D, ‖x2‖ ≤ ‖x1‖ èìàìå L(t1, t2, x1, x2) = 0, òî ùå ïèøåì
[f1] ≺ww [f2].Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ïîëó÷åíà åäíà âðúçêà ìåæäó ïîíÿòèÿòà (àñèìïòîòè÷íà)óñòîé÷èâîñò íà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1) è âúâåäåíèòå ðåëàöèè (≺) �.Òåîðåìà 10. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.1).Òîãàâà:(1) Àêî íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1) å óñòîé÷èâî, òî [f1] � [0] â äîñòà-òú÷íî ìàëêà îêîëíîñò Bδ.



Àâòîðå�åðàò 21(2) Àêî [f1] �ww [0] â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò Bδ è ñèñòåìàòà îò (1) ïîðàæäàìîíîòîíåí ïîòîê, òî íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1) å óñòîé÷èâî.(3) Àêî íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò îò (1) å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî, òî
[f1] ≺ [0] â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò Bδ.(4) Àêî [f1] ≺ww [0] â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò Bδ è ñèñòåìàòà îò îò (1) èìàóñòîé÷èâî íóëåâî ðåøåíèå, òî òîâà ðåøåíèå å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî.Â ïàðàãðà� 1.8 å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî àäèòèâíà ñðàâíèìîñò íà ðåøåíèÿòà íà äâåñèñòåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.Äå�èíèöèÿ 7. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.1.1) è (Í 0.1.2). Ùå êàçâàìå,÷å ñèñòåìàòà îò îò (2) å àñèìïòîòè÷íî åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìàòà îò (1) â îáëàñòòà

D, àêî çà âñÿêî ðåøåíèå x2(t; t0, x0), (t0, x0) ∈ R+×D, ñúùåñòâóâà ðåøåíèå x1(t; t0, x0)òàêîâà, ÷å
lim
t→∞

‖x1(t; t0, x0) − x2(t; t0, x0)‖ = 0.Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å �îðìóëèðàíî åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà àñèìïòîòè÷íàåêâèâàëåíòíîñò íà ðàçãëåæäàíèòå ñèñòåìè. Èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî ñå áàçèðà íàòîïîëîãè÷íèÿ ïðèíöèï â òåîðèÿòà íà îáèêíîâåíèòå äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.Òåîðåìà 11. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.1.1) è (Í 0.1.2); t0 ∈ R+; x2 ∈ D.(2) g ∈ C(R2
+,R), R

2
+ = R+ ×R+; u(t; t0, u0) å ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå íà äè�åðåí-öèàëíîòî íåðàâåíñòâî

u̇ < g(t, u), t ≥ t0 (29)ñ íà÷àëíî óñëîâèå u(t0) = u0, êúäåòî (t0, u0) ∈ R
2
+.(3) Ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòà h0 > 0 è íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ ε(h, t, y) òàêèâà, ÷åíåðàâåíñòâîòî

‖ξ − x2(t; t0, x2) + h(f1(t, ξ) − f2(t, x2(t; t0, x2)))‖ ≥

≥ ‖ξ − x2(t; t0, x2)‖ + hg (t, ‖ξ − x2(t; t0, x2)‖) + ε(h, t, ξ) (30)å âàëèäíî çà (h, t, ξ) ∈] − h0, h0[×]t0,∞[×D; x2 ∈ D è ãðàíèöàòà
lim
h→0

ε(h, t, ξ)

h
= 0å ðàâíîìåðíà îòíîñíî (t, ξ) ∈ [t0,∞[×D.Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà x1 ∈ D òàêàâà, ÷å

‖x1(t; t0, x1) − x2(t; t0, x2)‖ < u(t; t0, u0) çà âñÿêî t > t0. (31)Ñëåäñòâèå 4. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà òåîðåìà 11, ñèñòåìàòà îò (1)ïðèòåæàâà íóëåâî óñòîé÷èâî ðåøåíèå è íåêà îñâåí òîâà çà âñÿêà òî÷êà (t0, u0) ∈ R
2
+íåðàâåíñòâîòî (30) èìà ðåøåíèå u(t; t0, u0) òàêîâà, ÷å 0 < u(t; t0, u0) ≤ u0.Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (2) å óñòîé÷èâî.Ñëåäñòâèå 5. Íåêà ñà èçïúëíåíè âñè÷êè óñëîâèÿ íà òåîðåìà 11, ñèñòåìàòà îò (1)ïðèòåæàâà íóëåâî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî ðåøåíèå è íåêà îñâåí òîâà çà âñÿêà òî÷êà

(t0, u0) ∈ R
2
+ íåðàâåíñòâîòî (29) èìà ðåøåíèå u(t; t0, u0) òàêîâà, ÷å lim

t→∞
u(t; t0, u0) = 0.Òîãàâà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (2) å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî.



Àâòîðå�åðàò 22Â ñëåäñòâèÿ 4 è 5 ïðåäïîëàãàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà íóëåâî (àñèìïòîòè÷íî) óñòîé-÷èâî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1). Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ïðèâåäåí åäèí ðåçóëòàòçà (àñèìïòîòè÷íà) óñòîé÷èâîñò íà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1), êîéòî ñåáàçèðà íà íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íî íà íåðàâåíñòâîòî (30).Òåîðåìà 12. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.1.1) è (Í 0.1.2).(2) g ∈ C(R2
+,R), g(t, 0) = 0.(3) u(t; t0, u0), t ≥ t0, å ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

u̇ = g(t, u) (32)ñ íà÷àëíî óñëîâèå u(t0) = u0, êúäåòî (t0, u0) ∈ R
2
+.(4) Ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòà h0 > 0 è íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ ε(h, t, y) òàêèâà, ÷åíåðàâåíñòâîòî

‖ξ + hf1(t, ξ)‖ ≤ ‖ξ‖ + hg(t, ‖ξ‖) + ε(h, t, ξ) (33)å âàëèäíî çà (h, t, ξ) ∈] − h0, h0[×]t0,∞[×D è ãðàíèöàòà
lim
h→0

ε(h, t, ξ)

h
= 0å ðàâíîìåðíà îòíîñíî (t, ξ) ∈ [t0,∞[×D.Òîãàâà, àêî íóëåâîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (32) å (àñèìïòîòè÷íî) óñòîé÷èâî,òî è íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà îò (1) å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî.Ïîëó÷åíèòå òâúðäåíèÿ íè ïîçâîëÿâàò äà ïðèâåäåì íîâè äîêàçàòåëñòâà íà íÿêîèêëàñè÷åñêè òåîðåìè çà óñòîé÷èâîñò íà íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìà îáèêíîâåíè äè-�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ïî-íàäîëó ùå ïîñî÷èì íÿêîè òàêèâà ðåçóëòàòè.Íåêà f2(t, x) = Ax, êúäåòî A å êîíñòàíòíà n × n ìàòðèöà, ò.å. ðàçãëåæäàìå ëè-íåéíàòà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííè êîå�èöèåíòè

ẋ = Ax. (34)Íåêà I å èäåíòèòåòà â R
n. Îò ðàâåíñòâîòî
‖x+ hAx‖ ≤ ‖I + hA‖‖x‖ + ε1(h, x),êúäåòî lim

h→0

ε1(h,x)
h

= 0, ñëåäâà, ÷å
‖x+ hAx‖ − ‖x‖ ≤ (‖I + hA‖ − 1) ‖x‖ + ε1(h, x). (35)Åòî çàùî, äå�èíèðàéêè ëîãàðèòìè÷íàòà íîðìà íà ìàòðèöàòà A ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

l(A) = lim
h→+0

‖I − hA‖ − 1

h
,âèæäàìå, ÷å

‖x+ hAx‖ ≤ ‖x‖ + hl(A)‖x‖ + ε(h, x),êúäåòî lim
h→0

ε(h,x)
h

= 0.Íåêà l(A) < 0. Ïîëàãàìå
g(t, u) = l(A)u, u ∈ R.



Àâòîðå�åðàò 23Î÷åâèäíî, g(t, 0) = 0 è åäíî ðåøåíèå íà íåðàâåíñòâîòî u̇ < g(t, u), êîåòî ìèíàâà ïðåçòî÷êàòà (t0, u0) ∈ R
2
+, å

u(t; t0, u0) = u0 exp (2l(A)(t− t0)).Ñëåäîâàòåëíî îò òåîðåìà 12 ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ äîáðå èçâåñòåí ðåçóëòàò6: Àêî l(A) <
0, òî íóëåâîòî ðåøåíèå x(t; 0, 0) = 0 íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà (34) å àñèìïòîòè÷íî óñ-òîé÷èâî. Àíàëîãè÷íî å äîêàçàòåëñòâîòî è íà ñëåäíîòî òâúðäåíèå: Àêî l(A) ≤ 0, òîíóëåâîòî ðåøåíèå x(t; 0, 0) = 0 íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà (34) å óñòîé÷èâî.Íåêà f2(t, x) = A(t)x, êúäåòî A(t) å íåïðåêúñíàòà n × n ìàòðèöà. Â òîçè ñëó÷àé
g(t, u) = l(A(t))u.Íå å òðóäíî äà ñå ïðîâåðè, ÷å l(A(t)) è g(t, x) ñà íåïðåêúñíàòè �óíêöèè. Îñâåíòîâà åäíî ðåøåíèå íà íåðàâåíñòâîòî u̇ < g(t, u) å

u(t; t0, u0) = u0 exp (2

t∫

t0

l(A(s)) ds)è ñëåäîâàòåëíî íóëåâîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà ẋ = A(t)x å óñòîé÷èâî, àêî
lim sup
t→∞

t∫

t0

l(A(s)) ds <∞.Íóëåâîòî ðåøåíèå íà ðàçãëåæäàíàòà ñèñòåìà å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî, àêî
lim sup
t→∞

t∫

t0

l(A(s)) ds = −∞.Â ïàðàãðà� 1.9 ñà �îðìóëèðàíè è äîêàçàíè äâà ðåçóëòàòà, êîèòî ñà àíàëîãè÷íèíà ðåçóëòàòèòå çà àäèòèâíà ñðàâíèìîñò îò ïðåäõîäíèÿò ïàðàãðà�. Â òîçè ïàðàãðà�ðàçãëåæäàìå ñèñòåìèòå
Mẍ+ ẋ = f(t, x) (36)è

ẋ = f(t, x), (37)êúäåòî: M ≥ 0; f : R+ × R
n −→ R

n.Íåêà x11, x12, x2 ∈ R
n ñà �èêñèðàíè òî÷êè è t0 ∈ R+ å �èêñèðàí ìîìåíò.Ñ x1(t; t0, x11, x12) è x2(t; t0, x2) ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìèòå(36) è (37), îïðåäåëåíè îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ:

x1(t0; t0, x11, x12) = x11, ẋ1(t0; t0, x11, x12) = x12 (38)è
x2(t0; t0, x2) = x2. (39)Âúâåæäàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ (Í 0.6):6âæ. [Ama90℄, [Rob95℄, [Yos66℄



Àâòîðå�åðàò 24(Í 0.6.1) D å îáëàñò â R
n; f ∈ C(R+ ×D,Rn).(Í 0.6.2) Ôóíêöèÿòà f å Ëèïøèöîâà ïî âòîðèÿ ñè àðãóìåíò ñ êîíñòàíòà íàËèïøèö L ≥ 0.(Í 0.6.3) Çà âñåêè òðè íà÷àëíè òî÷êè x11, x2 ∈ D, x12 ∈ R

n è çà âñåêè íà÷à-ëåí ìîìåíò t0 ∈ R+ çàäà÷èòå íà Êîøè (36), (38) è (37), (39) èìàòåäèíñòâåíè ðåøåíèÿ x1(t; t0, x11, x12) è x2(t; t0, x2) ñúîòâåòíî, êîèòîñà ïðîäúëæèìè â t-èíòåðâàëà R+ è
{x1(t; t0, x11, x12) : t ∈ R+} ⊂ D, {x2(t; t0, x2) : t ∈ R+} ⊂ D.Âàëèäíà å ñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 13. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.6).(2) t0 ∈ R+, x11 ∈ D, x12 ∈ R

n ñà �èêñèðàíè íà÷àëíè óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà (36),(38).(3) Ñúùåñòâóâà ÷èñëî σ > 0 òàêîâà, ÷å
lim
t→∞

e(L+σ)t‖ẋ1(t; t0, x11, x12)‖ = 0.Òîãàâà ñúùåñòâóâà íà÷àëíî óñëîâèå x2 ∈ D íà çàäà÷àòà (37), (39) òàêîâà, ÷å
lim
t→∞

‖x1(t; t0, x11, x12) − x2(t; t0, x2)‖ = 0. (40)Àíàëîãè÷íî íà òåîðåìà 13 ñå äîêàçâà è ñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 14. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) Âàëèäíè ñà óñëîâèÿòà (Í 0.6).(2) t0 ∈ R+, x11, x12 ∈ D ñà �èêñèðàíè íà÷àëíè óñëîâèÿ íà çàäà÷àòà (36), (38).(3) Ñúùåñòâóâà ÷èñëî σ > 0 òàêîâà, ÷å
lim
t→∞

e(L+σ)t‖ẍ1(t; t0, x11, x12)‖ = 0.Òîãàâà ñúùåñòâóâà íà÷àëíî óñëîâèå x2 ∈ D íà çàäà÷àòà (37), (39) òàêîâà, ÷å
lim
t→∞

‖x1(t; t0, x11, x12) − x2(t; t0, x2)‖ = 0. (41)Â ãëàâà 2 å ïîñòàâåíà åäíà çàäà÷à çà ñòðóêòóðíà óñòîé÷èâîñò íà ðåøåíèÿ íà ñèñ-òåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ïîñòàâåíàòà çàäà÷à îáîáùàâà êëàñè÷åñêèÿ ïðîáëåìçà ñòðóêòóðíà óñòîé÷èâîñò. Çà äà èçÿñíèì ïîñòàíîâêàòà, ùå âúâåäåì íÿêîè ïîäõîäÿ-ùè äå�èíèöèè.Íåêà f ∈ C
∞(Rn,Rn). �àçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

ẋ = f(x), x ∈ R
n (42)è ñúîòâåòíàòà è ïåðòóðáèðàíà ñèñòåìà

ẋ = f(x) + g(x, ε), ε ∈ R
m, (43)êúäåòî g ∈ C

∞(Rn × R
m,Rn).



Àâòîðå�åðàò 25Äå�èíèöèÿ 8. Íåêà M å ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâîòî C
∞(Rn×R

m,Rn) è íå-êà íóëåâàòà �óíêöèÿ å ãðàíè÷íà òî÷êà íà M. Ùå êàçâàìå, ÷å ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå
x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å M�ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò Uíà íóëåâàòà �óíêöèÿ â C

∞(Rn × R
m,Rn) òàêàâà, ÷å ñèñòåìàòà (43) èìà ïåðèîäè÷íîðåøåíèå x = x̄ε(t) çà âñÿêî g ∈ (U ∩ M) \ {0} è ñëåäíàòà ãðàíèöà

lim
‖g‖−→0, g∈U∩M

‖x̄(t) − x̄ε(t)‖ = 0 (44)å ðàâíîìåðíà îòíîñíî t ∈ R.Î÷åâèäíî, àêî M = C
∞(Rn×R

m,Rn), òî çàäà÷àòà çà îïðåäåëÿíå íà M�ñòðóêòóðíîóñòîé÷èâè ïåðèîäè÷íè îðáèòè íà ñèñòåìàòà (42) ñúâïàäà ñ êëàñè÷åñêàòà çàäà÷à çàñúùåñòâóâàíå íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ íà ïåðòóðáèðàíàòà ñèñòåìà (43).Àêî
M = {g = (g1, . . . , gn) ∈ C

∞(Rn × R
m,Rn) : gk(x, ε) = · · · = gn(x, ε) = 0çà íÿêîå k ∈ {1, . . . , n}} ,òî çàäà÷àòà çà îïðåäåëÿíå íà M�ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâè îðáèòè íà ñèñòåìàòà (42)ñúâïàäà ñ ïðîáëåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (43) ïðèíàëè÷èå íà �ìàëêè� ïåðòóðáàöèè íà ÷àñò îò óðàâíåíèÿòà íà ñèñòåìàòà (42).Åäíè îò îñíîâíèòå âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ òàêà âúâåäåíîòî ïîíÿòèå M-ñòðóêòóðíàóñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ å: äà ñå íàìåðè �ìàêñèìàëíîòî� ìíîæåñòâî M,çà êîåòî ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (42) å M-ñòðóêòóðío óñòîé÷èâî. Òóêòåðìèíà �ìàêñèìàëíî� å èçïîëçóâàí â ñìèñúë íà âêëþ÷âàíå, ò.å. àêî M1 å ïîäìíî-æåñòâî íà C

∞(Rn × R
m,Rn) òàêîâà, ÷å ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (42) å

M1-ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, òî M1 ⊆ M.Çà ñúæàëåíèå êîìïëèöèðàíàòà ñòðóêòóðà íà �ìàêñèìàëíîòî� ìíîæåñòâî M ñ óêà-çàíîòî ïî-ãîðå ñâîéñòâî íå ïîçâîëÿâà �îðìóëèðàíåòî íà äîñòàòú÷íî êîíêðåòíè ðå-çóëòàòè. Åòî çàùî ùå ðàçãëåäàìå åäèí êîíêðåòåí è åäíîâðåìåííî ñ òîâà äîñòàòú÷íîîáù ñëó÷àé, ïðè êîéòî ìíîæåñòâîòî M èìà �ëèíåéíà ñòðóêòóðà�.Âúâåæäàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ (Í 0.8):(Í 0.8.1) Çà âñÿêî íà÷àëíî óñëîâèå ñèñòåìèòå (42) è (43) èìàò åäèíñòâåíè
C

∞-ãëàäêè ðåøåíèÿ, êîèòî ñà äå�èíèðàíè â R è çàâèñÿò íåïðåêúñ-íàòî îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ.(Í 0.8.2) g(x, 0) = 0, x ∈ R
n.(Í 0.8.3) Ñèñòåìàòà (42) èìà ω-ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå x = x̄(t), ω > 0.Èçðè÷íî ùå îòáåëåæèì, ÷å â óñëîâèåòî (Í 0.8.3) íå ñå èçèñêâà åäèíñòâåíîñò íà

ω-ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42).Äå�èíèöèÿ 9. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8). Ùå êàçâàìå, ÷å ïåðèîäè÷-íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å (g, d)�ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, àêî ñúùåñ-òâóâàò îêîëíîñò U íà íóëàòà â R
d, d ≤ m è C

∞�ãëàäêî èçîáðàæåíèå ε : U −→ R
m,òàêèâà, ÷å ε(0) = 0, ñèñòåìàòà

ẋ = f(x) + g(x, ε(v)) (45)



Àâòîðå�åðàò 26èìà ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå x = x̄v(t) çà âñÿêî v ∈ U , rank ∂ε(0)
∂v

6= 0 è
lim

‖v‖−→0
‖x̄(t) − x̄v(t)‖ = 0,ðàâíîìåðíî îòíîñíî t ∈ R.Çàáåëåæêà 3. Íå å òðóäíî äà ñå ñúîáðàçè, ÷å çà âñÿêà àâòîíîìíà ñèñòåìà (42)ñúùåñòâóâà �óíêöèÿ g = g(x, ε) òàêàâà, ÷å ω-ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íàñèñòåìàòà (42) å (g, n)-ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî. Íàèñòèíà, àêî ïîëîæèì g(x, ε) = f(x−

ε) − f(x), ε ∈ R
n, òî ñèñòåìàòà (45) èìà ω-ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå x̄ε(t) = x̄(t) + ε.ßñíî å, ÷å ñúùåñòâóâàò �óíêöèè f = f(x) è g = g(x, ε) òàêèâà, ÷å ñèñòåìàòà (42)èìà ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå, íî ñèñòåìàòà (43) íÿìà ïåðèîäè÷íî ðåøåíèå.Çàáåëåæêà 4. Àêî çà âñÿêà �óíêöèÿ g ∈ C

∞(Rn×R,Rn) ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå
x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å (g, 1)-ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, òî ñå äîñòèãà äî êëàñè-÷åñêàòà çàäà÷à çà ñúùåñòâóâàíå íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ íà ïåðòóðáèðàíàòà ñèñòåìà(43).Äîïúëíèòåëíî ùå èçÿñíèì âúâåäåíèòå äå�èíèöèè ñ ïîìîùòà íà ñëåäíèòå äâàïðèìåðà.Ïðèìåð 7. Â öèëèíäðè÷íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà (ρ, φ, z) ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

ρ̇ = ρ(1 − ρ), φ̇ = 1, ż = 0 (46)è ïåðòóðáèðàíàòà ñèñòåìà
ρ̇ = ρ(1 + ε1 − ρ) = ρ(1 − ρ) + ε1ρ, φ̇ = 1 + ε2, ż = ε3, (47)êúäåòî ε1, ε2, ε3 ∈ R.Î÷åâèäíî, âñÿêî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (46), îïðåäåëåíî îò òî÷êà ñ êîîðäèíàòè

(1, 0, z), z ∈ R, å ïåðèîäè÷íî. Àêî ε1 > −1, ε2 6= −1 è ε3 = 0, òî ñèñòåìàòà (47) ñúùîïðèòåæàâà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ. Íå å òðóäíî äà ñå ñúîáðàçè, ÷å àêî ε3 6= 0, òî âñÿêîðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (47) íå å ïåðèîäè÷íî, äîêîëêîòî â òîçè ñëó÷àé z(t) å ìîíîòîííà(ðàñòÿùà èëè íàìàëÿâàùà) �óíêöèÿ.Åòî çàùî ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (46) ñà (g, 2)-ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâè,êúäåòî g(ρ, φ, z, ε1, ε2, ε3) = (ε1ρ, ε2, ε3). Ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (46) íåñà (g, 3)-ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâè.Ïðåäè äà �îðìóëèðàìå íÿêîè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà (g, d)-ñòðóêòóðíà óñòîé÷è-âîñò íà ω-ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42), ùå �îðìóëèðàìå äâàðåçóëòàòà, êîèòî ñå èçïîëçóâàò â äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäâàùèòå òâúðäåíèÿ (âæ.ïàðàãðà� 2.1).Íåêà X, Y è Z ñà Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà. Ïî-íàäîëó ñ X⊕Y ùå áåëåæèì äèðåê-òíàòà ñóìà íà X è Y. Àêî W å çàòâîðåíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà X, òî ñ W⊥ îçíà÷àâàìåîðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà W. Îñâåí òîâà ïîëàãàìå BX(x0, r) = {x ∈ X : ‖x−x0‖ <
r}, êúäåòî x0 ∈ X, r > 0 è ‖ · ‖ å íîðìà â X.Íåêà F : X × Y −→ Z, (x, y) −→ F (x, y) å C

κ�ãëàäêî èçîáðàæåíèå, κ ∈ N. Ñ
DxF (x, y) (DyF (x, y)) ùå îçíà÷àâàìå ïðîèçâîäíàòà íà èçîáðàæåíèåòî F îòíîñíî ïúð-âèÿ (âòîðèÿ) àðãóìåíò. Àêî L : X −→ Y å ëèíååí îïåðàòîð, òî ñ kerL (imL) ùåîçíà÷àâàìå ÿäðîòî (îáðàçà) íà L.Ïúðâî, ùå �îðìóëèðàìå ñëåäíàòà ëåìà.



Àâòîðå�åðàò 27Ëåìà 5. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) X, Y è Z ñà Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà; F : X × Y −→ Z å C
1�ãëàäêî èçîáðà-æåíèå è F (0, 0) = 0.(2) Ñúùåñòâóâà çàòâîðåíî ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ (ker DyF (0, 0))⊥ òàêîâà, ÷å

dim ker DxF (0, 0) = dim W = d <∞ (48)è
Z = im DxF (0, 0) ⊕ im DyF (0, 0)|W. (49)(3) Ñúùåñòâóâà ÷èñëî M > 0 òàêîâà, ÷å

‖DαF (x, v) − DαF (x, 0)‖ ≤ M

2
‖v‖, (x, v) ∈ X × W⊥, α ∈ {x, y}. (50)Òîãàâà:(1) Ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòà r1 > 0 è åäèíñòâåíè C

1�ãëàäêè èçîáðàæåíèÿ
f : BW⊥(0, r1) −→ X, g : BW⊥(0, r1) −→ Y òàêèâà, ÷å f(0) = 0, g(0) = 0 è

F (f(v), g(v)) = 0 çà âñÿêî v ∈ BW⊥(0, r1). (51)(2) Àêî îïåðàòîðúò DyF (0, 0)|W⊥ å èçîìîð�èçúì ìåæäó Õèëáåðòîâèòå ïðîñò-ðàíñòâà W⊥ è im DyF (0, 0)|W⊥, òî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà r′1 ∈ (0, r1) òàêàâà,÷å èçîáðàæåíèÿòà f |B
W⊥(0,r′

1
) è g|B

W⊥(0,r′
1
) ñà âëàãàíèÿ.(3) Íåêà πx : X×Y −→ X (πy : X×Y −→ Y) ñà ïðîåêöèè âúðõó X è Y, ñúîòâåòíî,ò. å. πx(x, y) = x (πy(x, y) = y). Íåêà îñâåí òîâà L(x, y) å îãðàíè÷åí ëèíååíîïåðàòîð, äå�èíèðàí ÷ðåç

L(x, y) : X × Y −→ Z,

L(x, y) = DxF (x, y) ◦ πx + DyF (x, y) ◦ πy.
(52)Íåêà L(0, 0) å èçîìîð�èçúì; 1X×Y å èäåíòèòåòúò íà ïðîñòðàíñòâîòî X × Y èíåêà ÷èñëàòà r2, r3 > 0 ñà èçáðàíè òàêà, ÷å

‖1X×Y − L−1(0, 0)L(x, 0)‖ < 1

4
çà âñÿêî x ∈ BX(0, r2), (53)

r3M‖L−1(0, 0)‖ < 1

8
, (54)

‖L−1(0, 0)‖‖L(0, y)‖ < r2
4

çà âñÿêî y ∈ BY(0, r3). (55)Òîãàâà r1 ≥ r3 è (f(v), g(v)) ∈ BX×Y(0, r2) çà âñÿêî v ∈ BW⊥(0, r1).Äå�èíèöèÿ 10. Íåêà L : X −→ Z å îãðàíè÷åí ëèíååí îïåðàòîð è íåêà cokerL =
Z/imL å êîÿäðîòî íà L. Òîãàâà îïåðàòîðúò L ñå íàðè÷à Ôðåäõîëìîâ ñ èíäåêñ íóëà,àêî dim kerL <∞, dim cokerL <∞ è dim kerL = dim cokerL.Ëåìà 6. Íåêà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:(1) X, Y è Z ñà Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà; F : X × Y −→ Z å C

1�ãëàäêî èçîáðà-æåíèå è F (0, 0) = 0.



Àâòîðå�åðàò 28(2) Ñúùåñòâóâà çàòâîðåíî ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ (ker DyF (0, 0))⊥ òàêîâà, ÷å åâàëèäíî ðàâåíñòâî (48) è íåêà
im DxF (0, 0) ∩ im DyF (0, 0)|W = {0}. (56)Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî (49) å èçïúëíåíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî DxF (0, 0) åÔðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ íóëà, ò. å.

dim kerDxF (0, 0) = dim cokerDxF (0, 0). (57)Â ïàðàãðà� 2.3 íà ãëàâà 2 ñà ïðèâåäåíè íÿêîè äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà (g, d)-ñòðóêòóðíà óñòîé÷èâîñò íà ω-ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42).Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8). Íåêà A(t) = Dxf(x)|x=x̄(t) è A∗(t) å òðàíñ-ïîíèðàíàòà ìàòðèöà íà A(t). �àçãëåæäàìå ñèñòåìèòå
ẋ = A(t)x, x ∈ R

n (58)è ñïðåãíàòàòà ñèñòåìà
ψ̇ = −A∗(t)ψ, ψ ∈ R

n. (59)Íåêà {ψ̃1(t), . . . , ψ̃d(t)}, d ≤ n å áàçèñ íà ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ïåðèîäè÷íèðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (59). Ïîëàãàìå
bij =

ω∫

0

〈
ψ̃i(t),

∂g

∂εj
(x̄(t), 0)

〉
dt, (60)êúäåòî i ∈ {1, . . . , d}, j ∈ {1, . . . , m}. Íåêà ñ B = (bij) îçíà÷èì d × m ìàòðèöà ñåëåìåíòè (60).Òåîðåìà 15. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8) è íåêà rankB = d < m.Òîãàâà ω-ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å (g,m−d)-ñòðóêòóðíîóñòîé÷èâî. Íåùî ïîâå÷å ñúùåñòâóâà ÷èñëî r0 > 0 òàêîâà, ÷å àêî x = x̄v(t) å ïåðèî-äè÷íî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (45) è

{x̄v(t) : t ∈ R} ⊂
⋃

t∈[0,ω)

{BRn(x̄(t), r0)} ,òî ïåðèîäúò íà x = x̄v(t) å ñúùî ω.Íåêà
bim+1 =

ω∫

0

〈
ψ̃i(t), ˙̄x(t)

〉
dt, (61)êúäåòî i ∈ {1, . . . , d}; ñ B0 = (bij) ñìå îçíà÷èëè d × (m+ 1) ìàòðèöà ñ åëåìåíòè (60)è (61).Òåîðåìà 16. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8) è íåêà rankB0 = d < m.Òîãàâà ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å (g,m− d)-ñòðóêòóðíîóñòîé÷èâî.Îñíîâíà öåë íà ïàðàãðà� 2.4 íà ãëàâà 2 å äà ñå äîêàæàò íÿêîè êëàñè÷åñêè òâúð-äåíèÿ îò òåîðèÿòà íà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâè äèíàìè÷íè ñèñòåìè ñ ïîìîùòà íà ðåçóë-òàòèòå îò ïðåäíèÿ ïàðàãðà�. Ïðåäè òîâà ñà äîêàçàíè ñëåäíèòå ïîìîùíè òâúðäåíèÿ.



Àâòîðå�åðàò 29Ëåìà 7. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8.1) è (Í 0.8.2).Òîãàâà ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:(1) ω∫
0

〈
ψ̃i(t), ˙̄x(t)

〉
dt 6= 0 çà íÿêîå i ∈ {1, . . . , d}.(2) 1 å ïðîñò õàðàêòåðèñòè÷åí ìóëòèïëèêàòîð íà (58).Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè ñà �îðìóëèðàíè ïîä �îðìàòà íà ñëåäñòâèÿ îò ãîðíàòà ëåìà.Ñëåäñòâèå 6. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8) è íåêà

ω∫

0

〈
ψ̃i(t), ˙̄x(t)

〉
dt 6= 0 çà íÿêîå i ∈ {1, . . . , d}.Òîãàâà ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.Äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäñòâèå 6 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò òåîðåìà 16.Ñëåäñòâèå 7. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8) è íåêà 1 å ïðîñò õàðàêòåðèñ-òè÷åí ìóëòèïëèêàòîð íà (58).Òîãàâà ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.Äîêàçàòåëñòâîòî íà òîâà ñëåäñòâèå ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò òåîðåìà 16 è ëåìà7. Ñëåäñòâèå 8. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Í 0.8) è íåêà ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå

x = x̄(t) íà ñèñòåìàòà (42) å õèïåðáîëè÷íî.Òîãàâà ïåðèîäè÷íîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (42) å ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å ïîäãîòâåí íà LATEX � TeX, Version 3.14159 [3ε]. Âñè÷êè�èãóðè ñà ïîäãîòâåíè íà ïðîãðàìèòå Mathemati
à, Enhan
ed Version 3.0.



Çàêëþ÷åíèå 30Çàêëþ÷åíèåÄèñåðòàöèÿòà å ïîñâåòåíà íà ïðîáëåìè îò êà÷åñòâåíàòà òåîðèÿ íà îáèêíîâåíèäè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Îñíîâíè îáåêòè íà èçñëåäâàíå ñà ñëåäíèòå òðè çàäà÷è:(1) (àñèìïòîòè÷íà) óñòîé÷èâîñò íà îðáèòè è íóëåâè ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ íàñèñòåìè îáèêíîâåíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ;(2) àñèìïòîòè÷íà ñðàâíèìîñò íà ðåøåíèÿ íà äâå ñèñòåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâ-íåíèÿ;(3) ñúùåñòâóâàíå è óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ ïðè íàëè÷èå íà ïåðòóð-áàöèè íà äåñíèòå ñòðàíè íà ñèñòåìè îáèêíîâåíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.Ïîëó÷åíè ñà ñëåäíèòå ïî-âàæíè ðåçóëòàòè:1. Âúâåäåí å êðèòåðèè çà ñðàâíÿâàíå íà óñòîé÷èâè íóëåâè ðåøåíèÿ íà äâå ñèñ-òåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Çà òàêèâà ðåøåíèÿ ñà âúâåäåíè áèíàðíèòå ðåëàöèèïðåäõîæäàíå, åêâèâàëåíòíîñò, è äð. Äîêàçàíè ñà íÿêîëêî äè�åðåíöèàëíè íåðàâåí-ñòâà, êîèòî èìàò è ñàìîñòîÿòåëåí èíòåðåñ. Ñ òÿõíà ïîìîù ñà ïîëó÷åíè äîñòàòú÷íèóñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà ÷àñòè÷íà íàðåäáà íà óñòîé÷èâèòå íóëåâè ðåøåíèÿ íàñèñòåìè îáèêíîâåíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.2. Íà áàçàòà íà ðåçóëòàòèòå çà ñðàâíèìîñò íà íóëåâè ðåøåíèÿ íà äâå ñèñòåìè ñàíàìåðåíè óñëîâèÿ çà óñòîé÷èâîñò (íåóñòîé÷èâîñò) íà íóëåâîòî ðåøåíèå íà äàäåíàñèñòåìà. ×àñò îò ðåçóëòàòèòå ïðåäñòàâëÿâàò íîâè äîêàçàòåëñòâà íà èçâåñòíè �àêòèîò òåîðèÿòà íà óñòîé÷èâîñòòà.3. Ïîëó÷åíè ñà íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà (àñèìïòîòè÷íà) óñòîé÷èâîñòíà íóëåâîòî ðåøåíèå íà êîîïåðàòèâíà ñèñòåìà äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.4. Èçó÷åíî å àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìèòå Mẍ + ẋ =
f(t, x) è ẋ = f(t, x). Íàìåðåíè ñà äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ, ïðè êîèòî òÿõíàòà ðàçëèêààñèìïòîòè÷íî êëîíè êúì 0.5. Âúâåäåíî å ïîíÿòèåòî M-ñòðóêòóðíà óñòîé÷èâîñò íà îðáèòè íà ñèñòåìà äè�å-ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Çà ñðàâíèòåëíî øèðîê êëàñ ñèñòåìè ñà ïîëó÷åíè äîñòàòú÷íèóñëîâèÿ çà M-ñòðóêòóðíà óñòîé÷èâîñò. Íà áàçàòà íà òåçè ðåçóëòàòè ñà ïðèâåäåíèíîâè äîêàçàòåëñòâà íà íÿêîè êëàñè÷åñêè òåîðåìè çà ñòðóêòóðíà óñòîé÷èâîñò íà ñòà-öèîíàðíè òî÷êè è ïåðèîäè÷íè îðáèòè.6. Âúâåäåí å êðèòåðèé çà ñðàâíÿâàíå íà äâå ïåðèîäè÷íè îðáèòè íà àâòîíîìíèñèñòåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Êðèòåðèÿò ñå áàçèðà íà îöåíêà íà ÷àñòíîòî îòíîðìèòå íà ñúîòâåòíèòå èçîáðàæåíèÿ íà Poin
ar�e. Èçó÷åí å âúïðîñà çà ñðàâíèìîñòíà ïåðèîäè÷íè îðáèòè íà äâóìåðíè àâòîíîìíè ñèñòåìè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.7. Ïîëó÷åíèòå â äèñåðòàöèÿòà ðåçóëòàòè ñà ïðèëîæåíè çà ïî-ïúëíîòî èçñëåäâàíåíà íÿêîè êëàñè÷åñêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè êàòî: ìîäåë íà ÷îâåøêà ñúðäå÷íî-ñúäîâàäåéíîñò, ìîäåë íà öèêëè â íåâðîííè ñèñòåìè, ìîäåëè íà P.F. Verhulst è Lotka-Volterraîò ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà. Èçó÷åíî å àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íàòåçè ìîäåëè.
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