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Дисертационният труд е написан на 127 страници и съдържа 1 фигура. 
Цитирани са 248 източника. 
 

Представеният дисертационен труд е обсъден и приет на защита на 
заседание на разширен научен съвет на научното звено на катедра 
„Математика”, състояло се на  27.04.2012г. 

 
Заседанието ще се състои на 14.06.2012 година от 14.00 часа в зала 424, 

етаж 4, сграда „А“ на ХТМУ. 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

При следващите разглеждания номерата на: главите, условията, дефини-
циите, забележките и теоремите са запазени както в дисертационния труд. 
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Глава 0. Увод 
Тема: Разглежданите в дисертационния труд проблеми се отнасят към 

качествената теория на системите от нелинейни нехомогенни диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси (СННДУПСИ) и техните 
приложения в математическото моделиране на динамични процеси от 
инженерната практика. 

Този тип уравнения са удобен математически апарат за моделиране на 
специфични динамични процеси, които по време на своето развитие се 
характеризират със следните две особености: 
1. Процесите са подложени на „кратковременни и интензивни” външни 

въздействия (смущения, пертурбации). Предполага се, че времетраенето на 
външните смущения е пренебрежимо малко в сравнение с общата 
продължителност на процеса, поради което може да се приеме, че те са 
„мигновени” и се извършват под формата на импулси.  

2. Непосредствено след тези импулсни пертурбации изучаваният процес 
продължава своето развитие, като се подчинява на нови, различни от 
предходните, правила и закони. 
Изучаването на скокообразно изменящи се процеси със смяна на законите 

на развитие е предмет на изследване в редица науки: механика, 
фармакокинетика, популационна динамика, икономика, теория на управлението 
и др. В тези случаи, използването на математически апарат под формата на 
моделиращи диференциални уравнения с променлива структура и импулси, като 
правило, е задължително. 

Най-общо, СННДУПСИ, които се изследват в настоящия дисертационен 
труд, се състоят от следните елементи: 
1. Съвкупност от системи нелинейни нехомогенни диференциални уравнения, 
които описват непрекъснато диференцируемите части на решението.  
Съвкупността от системите обикновено има вида: 

 , , , 1, 2,...i

dx
f t x i

dt
  ; 

където: 
- функциите ],[,...., 21

nRMDRCff   , т.е. десните страни на горната 
система са непрекъснати функции в дефиниционното си множество,  

- фазовото пространство D  е непразна област от n� ,  
-   е вектор на параметрите, участващи в описанието на процеса, 
- M  е допустимото множество на тези параметри;  
2. Условия за последователно определяне на моментите на: 
-    смяната на структурата на системата от диференциални уравнения, 
-    импулсни въздействия върху решението.  
Тези два типа моменти съвпадат помежду си последователно и се наричат с 
общото наименование моменти на превключване. Те са последователни 
решения на системи от алгебрични уравнения от вида: 

  , 0i t x t      или       0i x t  , 1, 2,...i  , 

където функциите 1 2, ,...   се наричат превключващи функции. Те са съответни 

за всяка една дясна страна и са непрекъснати в разширеното фазово 
пространство или във фазовото пространство на изучаваните системи от 
диференциални уравнения, т.е. ],[,..., 21 RDRC    или ],[,..., 21 RDC . 

Моментите на превключване означаваме с 1 2, ,...t t ; 
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3. Импулсни функции, които определят големината (и посоката) на импулсните 
въздействия. Тези въздействия математически се описват както следва: 

      0 , 1,2,...i i i ix t x t I x t i    . 

Импулсните функции 1 2, ,...I I  са непрекъснати във фазовото пространство на     

разглежданите системи с променлива структура и импулси. 
 По начина на определяне на моментите, в които се извършва смяна на 

структурата и импулсни въздействия (моментите 1 2, ,...t t ), разглежданите 

системи се разделят на различни класове, от които тук ще посочим следните: 
1. СННДУПСИ с предварително фиксирани моменти на превключване;  
2. СННДУПСИ с моменти на превключване, съвпадащи с моментите, в които 

интегралната крива или траекторията на системата анулира предварително 
зададени функции, дефинирани в разширеното фазово пространство или във 
фазовото пространство на системите от диференциални уравнения. Както 
казахме по-горе, тези функции се наричат превключващи; 

3. СННДУПСИ с моменти на превключване, съвпадащи с моментите, в които 
траекторията на изучаваната система среща предварително зададени 
множества, разположени в разширеното фазово пространство (обикновено 
това са хиперповърхнини); 

4. СННДУПСИ с моменти на превключване, съвпадащи с моментите, в които 
решението  минимизира даден функционал ; 

5. СННДУПСИ с превключващи моменти, които имат случаен характер, като 
удовлетворяват определен закон на разпределение и др. 

В настоящия дисертационен труд се изучават системи с променлива 
структура и импулси от втория тип, посочен по-горе. 

Решенията на съответните начални задачи на разглежданите системи 
диференциални уравнения са частично непрекъснати функции с точки на 
прекъсване от първи род, в които решенията са непрекъснати отляво. 
 Характеристика: Специфичните особености, свързани с изследването 
на СННДУПСИ и възникващите трудности при тяхното изучаване, са следните: 
1. Прекъснатост на решението: Точките на прекъсване са от първи род, т.е. 

„скокът” е ограничен. Обикновено се предполага, че решението е 
непрекъснато отляво в точките на импулсно въздействие (виж монографиите 
[10], [11], [25], [33], [62], [82], [95], [96], [97], [98] и [99] и др.); 

2. Наличие на ефекта „биене” ([35], [111], [122] и [126]): В този случай, 
интегралната крива или траекторията на системата диференциални 
уравнения среща многократно (възможно е и безбройно много пъти) 
превключващите множества. Тогава, може да се получи ситуация, при която 
превключващите моменти да притежават точка на сгъстяване и следователно 
решението да не е продължимо надясно от тази точка. Това означава, че 
решението „загива”. Поради тази причина при описаната по-горе ситуация, 
не може да се изучават различни аспекти на качествената теория на този тип 
системи, като например: непрекъсната зависимост, периодичност, 
устойчивост и др.;  

3. Загуба на свойството автономност: Действително, независимо, че десните 
страни на СННДУПСИ може да не зависят от времето, то поради факта, че 
превключващите моменти се получават като решения на алгебрични 
уравнения, зависещи от времето, то неявно се достига до извода, че 
решението зависи съществено от началния момент; 
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4. Сливане на решения: Обикновено сливането се осъществява след импулсно 
въздействиевърху едно от сливащите се решения; 

5. Промяна на превключващите моменти при промяна на началното условие: 
Различните решения (с начални условия, които не съвпадат) имат различни 
превключващи моменти, включително при едното от тези решения е 
възможно да липсват такива превключващи моменти. Такъв е случаят при 
изучаване на нулевото решение на СННДУПСИ; 

6. Промяна на превключващите моменти при смущаване на системата: 
Решението на изследваната задача и съответното решение на смутената 
задача (при едни и същи начални условия) в общия случай имат различни 
превключващи моменти и различни по големина и направление импулсни 
въздействия; 

7. Натрупване на грешки: Пертурбациите и неточностите при смяната на 
структурите (десните страни на системите) и импулсните въздействия се 
„натрупват” във времето и оказват съществено влияние при определяне на 
поведението на решението. Така например, при неограничен брой импулси 
тези пертурбации могат да имат непреодолим характер и да доведат до 
формирането на решения, които се различават неограничено от изучаваното 
„не пертурбирано” решение и др. 

Кратък обзор: Началото на изучаването на „скокообразни” процеси с 
помощта на импулсни диференциални уравнения е поставено от В. Мильман и 
А. Мышкис в първата половина на шестдесетте години на миналия век [23] и 
[24]. В тези работи са дадени някои общи съображения за необходимостта от 
изучаване на системите с импулсно въздействие. Получени са първите 
резултати за устойчивост на техните решения. 

Ще посочим част от монографиите на български автори, отнасящи се за 
фундаменталната и качествената теория на импулсните диференциални 
уравнения и техните приложения: Д. Байнов и В. Ковачев [62]; Д. Байнов, С. 
Костадинов, Н. Минх [82]; Д. Байнов и П. Симеонов [95], [96] [97], [98] и [99]; 
Д. Байнов, С. Христова [80]; В. Лакшмикантам, Д. Байнов и П. Симеонов [173]; 
И. Стамова [222], Г. Стамов [215] и А. Дишлиев, К. Дишлиева и С. Ненов [129]. 
От монографиите, посветени на импулсните диференциални уравнения, с 
автори извън България, ще споменем: А. Самойленко и Н. Перестюк [33] и 
[209]; Н. Перестюк, В. Плотников, А. Самойленко и Н. Скрипник  [25]; С. 
Борисенко, В. Косолапов и А. Оболенский [6]; А. Халанай и Д. Векслер [40]; С. 
Завалищин и А. Сесекин [11] и [241]; С. Завалищин, А. Сесекин и С. Дрозденко 
[10]; S. Pandit и S. Deo [204] и M. Benchohra, J. Henderson и S. Ntouyas [101].  

Ще отбележим (потвърдено от много автори), че интензивното развитие 
на теорията на импулсните диференциални уравнения се дължи на 
многобройните им приложения: действието на амортисьор, подложен на ударни 
въздействия; колебанията на системи от махала при наличие на външни 
импулсни смущения; ударен модел на часовников механизъм; виброударни 
системи; билярдни движения на материални точки; релаксионни колебания на 
електромеханични системи; електронни схеми; затихващ осцилатор, подложен 
на импулсни въздействия; динамиката на системи за автоматично регулиране; 
смущения в клетъчни невронни мрежи; импулсни пертурбации в скоростта на 
развитие на кълбовидни бактерии, подчинени на закона на Schmalhausen; 
импулсна външна намеса и оптимизационни задачи в популационната динамика 
на изолирана популация; загиване на популации в резултат на импулсни 
въздействия; импулсна външна намеса и оптимизационни задачи в 
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популационната динамика на съобщество от тип хищник-жертва; 
епидемиологията; „шокови” изменения на цените на затворените пазари и др. На 
споменатите по-горе задачи от практиката са посветени множество изследвания, от 
които тук ще посочим: [4], [6], [7], [8], [10], [11], [12], [13], [14], [17], [25], [26], 
[33], [34], [36], [41], [43], [46], [49], [50], [51], [52], [53], [54], [55], [56], [57], [58], 
[60], [61], [73], [74], [79], [81], [94], [97], [100], [106], [107], [112], [113], [114], 
[115], [116], [118], [119], [120], [128], [129], [130], [131], [132], [133], [134], [135], 
[136], [137], [142], [144], [145], [151], [152], [153], [160], [162], [163], [164], [165], 
[166], [177], [178], [179], [180], [181], [182], [183], [184], [185], [187], [188], [189], 
[190], [194], [196], [197], [198], [203], [207], [208], [210], [214], [219], [220], [222], 
[224], [226], [227], [228], [229], [230], [232], [234], [235], [236], [241], [242], [243], 
[244], [245], [246], [248] и др. 

Следните монографии изучават системи диференциални уравнения с 
променлива структура: А. Филиппов [39]; A. Андронов, A. Витт и С. Хайкин [2],  
В. Бабицкий и В. Крупенин [3]; Н. Перестюк, В. Плотников, А. Самойленко и Н. 
Скрипник  [25] и др. 

Приложенията на диференциалните уравнения с променлива структура 
са предимно в теорията на управлението. Освен това с помощта на такива 
уравнения се изучават: задачи от фармакокинетиката; управление на орбитата 
на спътник с помощта на радиални ускорения; преминаването на твърдо тяло от 
флуид с дадена плътност във флуид с друга плътност; изменението на скоростта 
на химична реакция при прибавянето или отнемането на катализатор и др. Тук 
ще посочим следните резултати: [1], [18], [19], [21], [22], [25], [28], [29], [30], 
[39], [41], [42] и др. 

Основни цели: Основните цели на дисертационния труд са четири: 
1. Въвеждане на нови класове нелинейни диференциални уравнения с 
променлива структура и импулси, които представляват адекватен 
математически апарат при моделирането на динамични процеси и явления; 
2. Създаване на подходящ математически апарат за решаване на поставените 
задачи. Като пример ще посочим въвеждането на редици от функции на 
Ляпунов; 
3. Изучаване на специфични свойства, характерни само за решенията на тези 
класове уравнения. Като пример ще посочим непрекъсната зависимост на 
решенията относно превключващите функции. 
4. Прилагане на резултатите върху известни математически модели. Като 
пример ще посочим математически модел от хидродинамиката. Намерените 
асимптотични качества на решенията са интерпретирани в термините на 
съответните модели. Изрично е подчертано, че изследваните свойства на 
моделите са възможни само благодарение на предходните теоретични резултати 
в дисертационния труд. 

Съдържание: Дисертационният труд се състои от три глави: 
 

Глава 1. Непрекъсната зависимост на решенията на диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси относно превключващите 
функции  

В тази глава се изучава специфичен клас нелинейни неавтономни 
системи обикновени диференциални уравнения с променлива структура и 
импулси. Промяната на дясната страна на системата и импулсните въздействия 
на решението се извършват в моментите, в които се анулират така наречените 
превключващи функции. Още веднъж ще подчертаем, че след всеки момент на 
импулсно въздействие изучаваният процес продължава своето развитие, като се 
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подчинява на нов закон, който в общия случай е различн от закона на развитие в 
предходния времеви интервал на непрекъснатост на решението.  

Приложенията на диференциалните уравнения с променлива структура 
са предимно в теорията на управлението: [1], [2], [18], [19], [20], [21], [22], [29], 
[30], [39], [42], [114], [115], [124], и [192]. Импулсните уравнения се използват 
най-често при описание и изучаване на развитието на биологични видове, 
подложени на дискретни въздействия: [25], [33], [37], [52], [55], [56], [57], [58], 
[60], [73], [74], [80], [100], [101], [107], [118], [119], [120], [121], [131], [133], 
[134], [135], [136], [137], [144], [145], [151], [153], [160], [162], [163], [164], [165], 
[166], [173], [178], [179], [180], [181], [182], [183], [184], [185], [187], [188], [189], 
[190], [196], [198], [207], [208], [209], [210], [214], [215], [220], [222], [226], [228], 
[229], [230], [232], [234], [241], [242], [243], [244], [245], [246] и [248]. В работи 
[20] и [116] уравненията с променлива структура и импулси се използват при 
изучаването на динамиката на затвора на хидравличен клапан. 

В настоящата глава моментите на превключване съвпадат с моментите, в 
които траекторията анулира предварително зададени функции, дефинирани във 
фазовото пространство на системата от диференциални уравнения. Тези 
функции се наричат превключващи. 

Подобни импулсни системи (без промяна на структурата) се изследват в 
редица публикации. Като примери тук ще посочим: [25], [33], [71], [72], [77], 
[78], [103], [104], [105], [107], [115], [121], [123], [124], [127], [130], [131], [132], 
[140], [141], [142], [173], [186], [200], [209], [218] и др. 

Накратко, в първия параграф на главата са намерени достатъчни условия 
за непрекъсната зависимост на решението на съответна начална задача за 
описаните по-горе системи диференциални уравнения в зависимост от 
началното условие и превключващите функции. Резултатите в този параграф са 
публикувани в [114]. 

Накратко във втория параграф на глава 1 с помощта на системи 
диференциални уравнения с променлива структура и импулси е описана 
динамиката на затвора на предпазен възвратен клапан. Структурата на 
моделиращата система се изменя във връзка със състоянията на затвора на 
клапана: 
- «затворено»; 
- «отворено». 
Импулсите отразяват: 
- мигновената промяна на скоростта на движение на затвора на клапана при 
преминаване от отворено състояние в затворено състояние; 
- скокообразното преместване на затвора на клапана при преминаване от 
затворено в отворено състояние. 

Основният резултат във втория параграф се състои в намирането на 
условия, подобни на условията в предходния параграф, които гарантират 
непрекъсната зависимост на решенията на моделиращата система по отношение 
на изменения в началното условие и превключващите функции. Получените 
резултати в параграфа са публикувани в [116]. 

В първия параграф на главата се изследва следната начална задача (която 
по-нататък ще наричаме основна задача) за системи нелинейни неавтономни 
обикновени диференциални уравнения с променлива структура и импулси в 
нефиксирани моменти: 

        1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     , 
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(А)      0i ix t  , 1, 2,...i  , 

         0i i i ix t x t I x t   , 

    0 0x t x , 

където: 
- фазовото пространство D  е непразна област от nR ; 
 - функциите n

i RDRf : ,  1 2, ,... n
i i i if f f f ;  

- функциите ;: RDi   

- функциите n
i RDI : ; 

- началната точка   DRxt  
00 , . 

Решението на изучаваната задача е непрекъснато отляво в моментите 

1 2, ,...t t  В общия случай това решение е прекъснато отдясно в посочените по-

горе точки, като точките на прекъсване са от първи род, т.е. „скокът” на 
решението в тези точки е ограничен. Точките 1 2, ,...t t се наричат моменти на 

превключване, функциите , 1, 2,...iI i  , се наричат импулсни, а функциите 

, 1, 2,...i i  , се наричат превключващи. Решението на основната задачата ще 

означаваме с  0 0 1 2; , , , ,...x t t x   . 

Заедно с основната задача ще разгледаме и така наречената смутена 
начална задача: 

       
*

* * * * *
1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     , 

(Б)     * * * 0i ix t  , 1, 2,...i  , 

         * * * * * *0i i i ix t x t I x t   , 

    * * *
0 0x t x , 

където: 
- превключващите функции RDi :* ; 
 

- началната точка   DRxt  *
0

*
0 , . 

 
Решението на горната задача означаваме с  * * * * *

0 0 1 2; , , , ,...x t t x   . 

Дефиниция 1.1. Ще казваме, че решението на основната задача (А) 
зависи непрекъснато от началното условие и превключващите функции, ако: 

   00 0const const T const t           

  , , 0 :T       

    
0

*
0

*
00

*
0

*
0 ,, xxDxttRt  

       xxRDC iii
** ],,[  при  ,....2,1,iDx  

    * * * * *
0 0 1 2 0 0 1 2; , , , ,... ; , , , ,...x t t x x t t x       

                              за  max
0 , 1, 2,...it t T u t t i     , 

където  max *
0 0 0max ,t t t . 
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Ще отбележим, че „близост” между двете решения (на изучаваната 
задача (А) и съответната смутена задача (Б)) не се изисква в предварително 
фиксирани околности  , , 1, 2,...i it t i    , на моментите на превключване на 

основната задача. 
Въвеждаме означенията: 

-   ; 0 , 1,2,...i ix D x i      - превключващи множества на основната 

задача; 
-   * *; 0 , 1, 2,...i ix D x i      - превключващи множества на смутената 

задача; 
-     0 0 0 0 1 2 0, ; , , , ,... ,t x x t t x t t T      - траектория на изучаваната задача; 

-     * * * * * * * * *
0 0 0 0 1 2 0, ; , , , ,... ,t x x t t x t t T      - траекторията на смутената задача; 

- .  и .,.  са съответно Евклидовата норма и скаларно произведение в nR ; 
 

-      00 ; xxRxxB n  е  -околност на точката 0x . 
 

 Въвеждаме следните условия: 
 
H1.1. Функциите  n

i RDRCf ,  , 1, 2,...i  . 
 

H1.2. Съществуват константи 0
if

C   такива, че  

     ,,,
ifi CxtfDRxt    1, 2,...i  . 

 

H1.3. Функциите ],[1 RDCi  , 1, 2,...i  .  
 

H1.4. Съществуват константи 0
igradC    такива, че 

 

   
ii gradx D grad x C     , 1, 2,...i  . 

 

H1.5. Функциите ],[ n
i RDCI   и   :i iId I D   , 1, 2,...i  .  

 

H1.6. Съществуват константи  1
0

i iId IC     такива, че 
 

          11 1 i ii i i i i Id Ix Id I x x I x C 
         , 1, 2,...i  . 

 

H1.7. Валидни са неравенствата: 
 

          DRxtoxtfxgradxIId iiii  
 ,,,,.1  , 1, 2,...i  , 

 

където 0I Id . 
 

H1.8. Редът  1

1 .
i i

i i

Id I

i
grad f

C

C C




 

  е разходящ. 

 

H1.9. Съществуват константи , 0
i igrad fC    такива, че 
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       ,....2,1,,,, ,   iCxtfxgradDRxt
ii fgradii  . 

 

H1.10. За всяка точка   DRxt  
00 ,  и за всяко 1, 2,...i   решението на 

начална-та задача 
 

      0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
   

 

съществува и е единствено за 0t t . 

Забележка 1.1. Ако са валидни равенствата: 

1 2
...f fC C  ;    

1 2
...grad gradC C   ;       2 1 3 2

...Id I Id IC C    , 

то лесно може да се установи, че е изпълнено 1 2 ...    , откъдето следва 

условие H1.8. 
 Следващите три теореми са помощни. Въпреки това те имат и самостоя-
телно значение. 
 Теорема 1.1. Нека са изпълнени условията H1.1÷H1.7. 

Тогава: 
1. Ако траекторията  0 0,t x  на основната задача (А) среща последователно 

превключващите хиперповърхнини i  и 1i , то за съответните моменти на 

превключване it  и 1it   е валидна оценката: 

 1

1 1

1 , 1,2,...
.

i i

i i

Id I

i i
grad f

C
t t i

C C






 


    . 

2. Ако траекторията  0 0,t x  среща всички превключващи хиперповърхнини 

,i  1, 2,...i  , и е валидно условие H1.8, то моментите на превключване 

растат неограничено, т.е. изпълнено е lim i
i

t


  . 

Теорема 1.2. Нека са изпълнени условията H1.1, H1.3, H1.5, H1.7, H1.9 и 
H1.10. 

Тогава траекторията на основната задача (А) среща всяка една от 
хиперповърхнините , 1,2,...i i  . 

Теорема 1.3. Нека са изпълнени условията H1.1÷H1.8 и H1.10. 
 Тогава решението на основната задача (А) съществува и е единствено 
при 0t t   . 

Основният резултат в параграфа се съдържа в следната теорема. 
Теорема 1.6. Нека са изпълнени условията H1.1÷H1.8 и H1.10. 

 Тогава решението на основната задача (А) зависи непрекъснато от 
началното условие и превключващите функции. 
 Във втория параграф на първа глава се изследва динамичен 
математически модел на хидравличен предпазен възвратен клапан. Моделът е 
взаимстван от [124]. Ще отбележим, че основните елементи на клапана (фиг. 
1.1) са: 
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- Фиг. 1.1 - 

 

1. Смукателен колектор с обем V ; 
2. Коничен затвор на клапана с ъгъл при върха на затвора с мярка 2  и маса 

cM ; 

3. Спирална пружина с маса sM  и специфична константа на еластичност sC ; 

4. Изпускателен колектор. 
 Въвеждаме следните означения: 
-   0t     е разстоянието от затвора на клапана до неговото легло; 

-  1 1 0P P t   и  2 2 0P P t   са наляганията в смукателния и изпускателния 

колектор; 
-  1 1 0Q Q t   и  2 2 0Q Q t   са входящият и изходящият дебит на флуида; 

- d  е диаметърът на леглото на затвора; 
 По-нататък, с цел да се опрости модела, ще предполагаме, че величините 

1Q  и 2P  са постоянни във времето. 

 Затворът на клапана се отваря в момента, в който разликата на 
наляганията в смукателния и в изпускателния колектор стане по-висока от 
силата на първоначалната напрегнатост на пружината 0C . В противен случай, 

клапанът е в затворено състояние. 
 От динамична гледна точка клапанът може да се разглежда като 
механична система, която се изменя (в някои моменти ''скокообразно'') в 
течение на времето. Изменението на механичната система се описва с помощта 
на стойностите на функциите:  t   ,  y y t  и  1 1P P t , т.е. чрез 

големината на отвора между затвора на клапана и неговото легло, скоростта на 
движение на затвора и големината на налягането на флуида във входящия 
колектор. 
 Затворът на клапана има две състояния: «отворено» и «затворено». 
 Първо състояние. Клапанът е отворен, т.е.   0t  . Тогава 

преместването на затвора на клапана се описва с помощта на основното 
уравнение на динамиката 
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       
2 2

1 2 02

1 1
,

4 s

d d
t P t P P C C t

dt m m

 
       

 
 

където: масата 
1

3c sm M M  , силата  P P t  е векторна сума от началната 

напрегнатост на пружината 0C , силата на свиване на пружината  .sC t  и 

разликата в наляганията 1P  и 2P . 

 От законите на хидродинамиката е известно, че изменението на 
налягането се задава с помощта на диференциалното уравнение от първи ред 

   1 1 2

d E
P t Q Q

dt V
  , 

където E  е специфичен коефициент на работния флуид. Ще отбележим, че 
дебитът 2Q , минаващ през клапана, се задава с помощта на равенството 

   2 1 2

2
sinQ D t P P 


   . 

В горното равенство   е специфичен коефициент на дебита 2Q ,   е 

относителното тегло на флуида и  . sind t   е приблизителното лице на 

отвора, образуван когато затворът на клапана е отместен на разстояние 

  0t     от неговото легло. Означаваме с y  скоростта на движението на 

затвора или по друг начин казано 

   d
y y t t

dt
   . 

 Тогава нормализираната система, симулираща развитието на 
механичната система в първото й състояние, има вида: 

   
d

y
dt
 , 

(A1)      
2

1 2 0

1 1

4 s

d d
y P t P P C C

dt m m

 
      

 
, 

      1 1 2 1 1 2

2
sin

d E E
P Q Q Q d P P

dt V V
 


 

       
 

. 

 Второ състояние. Клапанът е в затворено състояние, т.е.   0t    . В 

този случай скоростта y  и дебитът 2Q  са равни на нула. Единствено се променя 

налягането 1P  във входящия колектор, като неговото изменение е 

пропорционално на постоянно постъпващия дебит. Изменението на 
механичната система, когато се намира във второто си състояние, се описва с 
помощта на следната система от диференциални уравнения: 

     0
d

dt
 , 

(A2)     0
d

y
dt

 , 

     1 1

d E
P Q

dt V
 . 
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Промяната (преминаването) на клапана от първо състояние във второ 
състояние се осъществява в моментите 1 3 2 1, ,..., ,...it t t  , когато затворът на 

клапана достигне долно крайно положение, т.е. когато:  2 1 0, 1,2,...it i    Ако 

въведем функцията        , то последните равенства можем да запишем 

още така: 

  2 1 0, 1, 2,...it i
    

Означаваме с  1P    следната функция: 

     2
1 1 2 0 1

1
, ,

4
P d P P C P P         за 0  . 

Когато функцията   е отрицателна, т.е. когато 

     2
1 2 0

1
0

4
d P P C    , 

клапанът е във второто си състояние. Превключването на механичната система 
от второ състояние към първо състояние се осъществява в моментите 

2 4 2, ,..., ,...it t t , когато функцията   се анулира, т.е. когато са изпълнени 

равенствата: 

  1 2 0, 1, 2,...iP t i   . 

 Ясно е, че в моментите 1 2, ,...t t  системата нелинейни диференциални 

уравнения, която моделира изменението във времето на затвора на клапана, 
променя структурата си, т.е. извършва се смяна на дясната страна на системата 
диференциални уравнения. По-точно, в моментите с нечетен индекс системата 
(А1) се заменя със системата (A2). В моментите с четен индекс замяната на 
десните страни на системата е в обратен ред. По този начин достигаме до 
извода, че моделът на механичната система от хидродинамиката, представлява 
система нелинейни диференциални уравнения с променлива структура. 
 Ще обърнем внимание на още един факт. Както е известно в моментите 
на превключване на системата диференциални уравнения от първия тип дясна 
страна към втория тип затворът на клапана попада в крайно долно положение 
или в затворено положение. При тази смяна на дясната страна се анулира 
скоростта на движението на затвора, независимо от нейната големина. Това 
означава, че изменението (анулирането) на втората компонента на решението на 
моделната система (а именно скоростта) в моментите на превключване с 
нечетни индекси се извършва мигновено под формата на импулси. Практически 
това означава, че затворът се «удря» в неговото легло при достигане на крайно 
долно положение. Това можем да изразим с помощта на равенствата: 

 2 1 0 0, 1,2,...iy t i     

В моментите на превключване от отворено в затворено състояние 
останалите модилиращи функции на механичната система (  и 1P ) не се 

променят «скокообразно». Изпълнени са импулсните равенства: 

      2 1 2 1 1 2 10 , 0 , 0i i it y t P t       

         2 1 2 1 1 2 1 2 1, , 0, , 0i i i it y t P t y t        

             2 1 2 1 2 1, , , 1, 2,...i i iId I t y t P t i
      , 

където импулсната функция    1, , 0, , 0I y P y    , а Id  е идентитетът в 3� . 



 14

В моментите на превключване с четен индекс: 2 4 2, ,..., ,...it t t  решението на 

моделната система е прекъснато, т.е. изучаваната система диференциални 
уравнения е подложена отново на импулсни въздействия. Действително, в тези 
моменти, за «пренебрежимо малко време» в сравнение с общата 
продължителност на изучавания процес, затворът на клапана се премества от 
крайно долно положение 

min 0     

в крайно горно положение 

 
2

max 1 2 0

1

4s

d
P P C

C

 
      

 
. 

Стойността на max  се получава, като дясната страна на второто уравнение на 

(А) се приравни на 0, т.е. предполага се, че непосредствено след превключване 
на моделната система от затворено в отворено състояние скоростта на затвора 
на клапана е 0. С други думи, скоростта на затвора е 0, когато е в крайно горно 
положение, т.е. в моментите 2 40, 0,...t t   Изпълнени са равенствата: 

     2 2 min 2 max0 , 0 , 1,2,...i i it t t i          

В моментите на превключване от затворено в отворено състояние 
останалите фазови функции на моделната система ( y  и 1P ) не се променят 

скокообразно. Изпълнени са импулсните равенства: 

               2 2 1 2 2 2 1 2 max0 , 0 , 0 , , , 0, 0i i i i i it y t P t t y t P t         

        2 2 2, , , 1,2,...i i iId I t y t P t i    , 

където импулсната функция в този случай има вида    1 max, , , 0, 0I y P    . 

По този начин установяваме, че решението на моделната система 
диференциални уравнения е прекъснато (по част от фазовите координати) в 
моментите на превключване 1 2 3, , ,...t t t  Прекъсванията са от първи род, т.е. 

изучаваните решения са с ограничен скок. Без ограничение на общността, 
можем да считаме, че решението на моделната система е непрекъснато отляво в 
дефиниционния си времеви интервал. 
 Моделиращата система с променлива структура и импулси можем да 
запишем най-общо във формата на основната задача (А), където: 
- размерността 3n  ; 
- неизвестната функция       1, , ( )x x t t y t P t   ; 

- десните страни на системата се определят с помощта на равенствата: 

   1, ,i if x f y P   

 

 

2

1 2 0

1 1 2

1

1
, ,

4

2
sin , 2 1,

0, 0, , 2 ,

s

d
y P P C C

m

E
Q d P P i j

V

E
Q i j

V



 


  
     

 
            
    

 

където 1, 2,...j  ; 
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- превключващите функции имат вида: 

   1, ,i ix y P  
 

   2
1 1 2 0

, 2 1,

1
, 2 , 1, 2,...;

4

i j

P d P P C i j j



 





     
 

    


 

- импулсните функции се задават с помощта на равенствата: 

   
   
   1

max

, , 0, , 0 , 2 1,
, ,

, , , 0, 0 , 2 , 1,2,...;
i i

I y P y i j
I x I y P

I y P i j j





        
    

 

- началният момент 0 0t  ; 

- ще предполагаме, че началната точка  0 0 0 10, ,x y P   удовлетворява 

ограничения, съобразени с параметрите на механичната система. 
Основната задача в параграфа е установяването на факта, че решението 

на математическия модел зависи непрекъснато от началното условие и 
превключващите функции. За целта е показана валидността на условията на 
Теорема 1.6 (H1.1÷H1.8, H1.10): 

Предлагаме следното тълкуване на получените резултати. Да изследваме 
динамиката на затвора на даден клапан при едни и същи външни и вътрешни 
условия (параметри) на системата. Извършваме два експеримента. Първият от 
тях ще наричаме основен, а вторият - смутен. Допустимите начални разлики при 
осъществяването на двата експеримента са следните: 
- различни начални моменти; 
- различни начални състояния на механичната система, по-точно допустими 

са: 
- разлика в отместванията на затвора относно неговото легло,  
- разлика в началната скорост на движение на затвора,  
- разлика в първоначалните налягания във входящия колектор; 

- различни превключващи функции, например изменения във височината на 
леглото (получават се при продължителна употреба, т.е. при изхабяване на 
леглото на клапана), изменения в параметрите, определящи силата на 
пружината и др. 

Двата експеримента, макар и с различни начални моменти, се 
наблюдават до един и същи краен момент. 
 Тогава, ако началните разлики, описани по-горе, са „достатъчно близки” 
помежду си, то трите динамични състояния на механичната система: 
- големина на отместването на затвора, 
- скорост на движение на затвора, 
- налягане във входящия колектор,  
при двата експеримента могат да бъдат “произволно близки” един към друг през 
общото време на наблюдение. Близоста между споменатите динамични 
състояния на механичната система е възможно да се нарушава само в 
симетрични околности на превключващите моментите на системата при 
основния експеримент. Тези околности могат да са с произволно малки радиуси. 
 

Глава 2. Устойчивост на решенията на диференциални уравнения с 
променлива структура и нефиксирани моменти на импулси относно 
началното условие  

В тази глава (както и в предходната) се изучава специфичен клас 
нелинейни неавтономни системи обикновени диференциални уравнения с 
променлива структура и импулси. 
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Накратко в първия параграф на главата са намерени достатъчни условия 
за устойчивост, равномерна устойчивост и асимптотическа равномерна 
устойчивост относно началното условие на нулевото решение на началната 
задача за описаните по-горе системи диференциални уравнения с променлива 
структура и импулси. Ще отбележим, че нулевото решение не е подложено на 
импулсни въздействия, за разлика от съответното му смутено решение. Това 
обстоятелство дава възможност да се изисква “равномерна близост” между тези 
две решения от началния момент до безкрайност (без прекъсвания). 

Резултатите са получени с помощта на подходяща модификация на 
втория метод на Ляпунов (известен още като директен метод). Накратко, 
същността на предложената модификация се състои в следното. За всяка 
система от диференциални уравнения с променлива структура и импулси се 
построява редица от функции на Ляпунов, притежаващи специфични свойства. 
Качествата на функциите от помощната редица гарантират различните видове 
устойчивост на нулевото решение. 

Ще обърнем внимание на следните факти: 
1. Последователно, всяка една от функциите на Ляпунов (от построената 

помощна редица) съответства на поредната дясна страна на разглежданата 
система диференциални уравнения с променлива структура и импулси; 

2. Последователната смяна (активиране) на функциите на Ляпунов се 
синхронизира във времето със смяната на дясната страна на изучаваната 
система, т.е. моментите, в които се осъществяват тези промени са едни и 
същи; 

3. Ще отбележим, че се допуска всяка една от функциите на Ляпунов да е по 
части непрекъсната функция. Точките на прекъсване за всяка една от тях 
съвпадат с множество на превключване на съответната дясна страна на 
системата. 

Резултатите от този параграф са публикувани в [115]. 
Накратко основните резултати, получени във втория параграф на тази 

глава, се отнасят за асимптотическата устойчивост на ненулевите решения. Ще 
обърнем внимание, че при ненулевите решения съответните моменти на 
превключване на решението на изходната задача и на решението на смутената 
задача са различни. Това означава, че между всеки два съответни моменти на 
превключване равномерна близост между тези две решения не може да се 
изисква. Това обстоятелство се отразява съществено на проведените 
изследвания в параграфа и значително ги затруднява. В случая разработения 
метод с използването на редици от функции на Ляпунов е неприложим. Поради 
тази причина и с цел да се облекчат изследванията е разгледан само случаят, 
когато превключващите множества са хиперравнини от фазовото пространство 
на системата с променлива структура и импулси. Основният резултат се състои 
в намирането на достатъчни условия, при които, ако ненулевите решения на 
всяка една от съответните системи без импулси и фиксирани десни страни, 
съвпадащи с някоя от дясните страни на системата с променлива структура, са 
експоненциално устойчиви, то решенията на разглежданата система с 
променлива структура и импулси са асимптотически устойчиви. 

Различни аспекти на директния метод на Ляпунов за системи обикновени 
диференциални уравнения (без импулси и променлива структура) са дадени в 
множество публикации, от които тук ще посочим монографиите: [2], [3], [5], 
[17], [19], [29], [31], [38], [42], [117], [151], [154] и [238]. С. Гургула и Н. 
Перестюк са първите, които прилагат втория метод на Ляпунов за решенията на 
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импулсни системи. В [9] те използват класическите непрекъснати функции на 
Ляпунов за изследване на устойчивостта на нулевото решение на импулсни 
системи диференциални уравнения с фиксирани моменти на импулсни 
въздействия. Ще отбележим, че използването на непрекъснатите помощни 
функции силно стеснява приложението на директния метод. Основна причина 
за това е фактът, че решенията на импулсните системи са частично 
непрекъснати функции. Прекъснатите функции на Ляпунов са въведени от 
Байнов и Симеонов в [99]. Върху теорията на устойчивостта на импулсните 
системи са посветени редица изследвания, от които тук ще посочим следните: 
[6], [7], [8], [9], [10], [16], [23], [24], [26], [27], [32], [41], [44], [45], [46], [47], [51], 
[53], [59], [62], [64], [76], [77], [78], [82], [83], [84], [85], [87], [88], [92], [93], [97], 
[99], [102], [103], [104], [108], [119], [127], [129], [131], [132], [136], [138], [146], 
[147], [149], [150], [155], [161], [168], [169], [170], [171], [172], [173], [174], [175], 
[185], [186], [188], [191], [192], [193], [194], [195], [197], [201], [202], [203], [205], 
[206], [208], [209], [213], [216], [217], [220], [221], [222], [223], [225], [233], [235], 
[236], [237], [239], [240], [241] и др. 

Както казахме по-горе основен обект на изследване в първия параграф на 
втора глава е основната начална задача (А) за системи нелинейни неавтономни 
обикновени диференциални уравнения с променлива структура и импулси в 
нефиксирани моменти. Решението на задачата ще означаваме с  0 0; ,x t t x . 

Ще използваме следните условия: 
H2.1. D0  и   ,....2,1,,00,   iRttfi . 

H2.2.  0,0,...,0 0,i   1, 2,...i  , 

 Тривиално се доказва следната теорема. 
Теорема 2.1. Нека са изпълнени условията H1.1, H2.1 и H2.2. 
Тогава импулсната система (А) притежава нулево решение, т.е. 

 0; ,0 0x t t   при 00 t t    . 

Дефиниция 2.1. Ще казваме, че нулевото решение на системата (А) е: 
- устойчиво относно началното условие, ако: 

  Rt0  0const     0 , 0 :t      

  0 0x D B    0 0 0; , ,x t t x t t   ; 

- равномерно устойчиво относно началното условие, ако: 
  Rt0  0const     0 :      

  0 0x D B    0 0 0; , ,x t t x t t   ; 

- асимптотически устойчиво относно началното условие, ако то е устойчиво и  
       0:0 000  BDxtRt    0 0lim ; , 0

t
x t t x


  ; 

- равномерно асимптотически устойчиво относно началното условие, ако то е 
равномерно устойчиво и 

 0const     Rt0  0const     0T T    : 

    0 0 0t t T x B      0 0; ,x t t x   . 

Дефиниция 2.2. Ще казваме, че е зададена редица от скаларни частично 
непрекъснати функции на Ляпунов: 

 ,...2,1,:;   iRDRVV ii , 
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съответна на системата диференциални уравнения с променлива структура и 
импулси (А), ако: 
1. ,...2,1],,\[   iRDRCV ii ; 

2. За всяко 1, 2,...i   и всяка точка   iRxt
i

 
,  съществуват границите: 

 
 

     
ii

ii

xtVxtVxtV iii

DRxt

xxx










,0,,lim

,

0,
,  

 
 

   0,,lim

,

0,
 







i
ii

xtVxtV
ii

DRxt

xxx
. 

Дефиниция 2.3. Нека  ; 1,2,...iV i   е редица от скаларни частично 

непрекъснати функции на Ляпунов. 
Тогава за всяка точка   iDRxt   \,  и за всяко 1, 2,...i   дефинираме 

производна на функцията на Ляпунов iV  в точката  ,t x  по импулсната 

система (А):  

       xtVxthfxhtV
h

xtV iii
h

i ,,,
1

lim,
0






. 

 
Производната на всяка една от функциите на Ляпунов iV , 1, 2,...i  , във 

всяка една точка  ,t x   0 0, ; ,t x t t x  0 , \ it D     по импулсната система 

диференциални уравнения (А) съвпада с горната дясна производна на Дини в 
същата точка по решението на разглежданата система. 

По-нататък ще използваме следния клас от скаларни функции: 

 ],[  RRCaK , a  е строго монотонно растяща и   0 0a  . 

Основните резултати са формулирани в следните теореми: 
Теорема 2.2. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H1.1÷H1.8, H2.1 и H2.2. 
2. Съществува редица от скаларни частично непрекъснати функции на 

Ляпунов 
 ,...2,1,:;   iRDRVV ii , 

съответна на импулсната система диференциални уравнения (А), такава, че: 
2.1.   ,...2,1,,00,   iRttVi ; 

2.2. На горната редица от функции на Ляпунов съответства функция a K , 
такава, че 

      ,...2,1,,,,   iDRxtxtVxa i ; 

2.3. Изпълнено е 
          ,...2,1,,,,,,0 11  

 iRxtxtVxIxtVxIxtV iiiiii ; 

2.4. Изпълнено е 

      ,...2,1,\,,0,  


iDRxtxtV ii ; 

Тогава: 
1. Началната задача за системата диференциални уравнения с променлива 
структура и импулси (А) притежава решение, продължимо до безкрайност. 
2. Нулевото решение на изучаваната система (А) е устойчиво относно 
началното условие. 

Теорема 2.4. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H1.1÷H1.8, H2.1 и H2.2. 
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2. Съществува редица от скаларни частично непрекъснати функции на 
Ляпунов  

 ,...2,1,:;   iRDRVV ii , 

съответна на импулсната система диференциални уравнения (А), такава, че: 
2.1. За горната редица от функции на Ляпунов съществуват функции ,a b K , 
такива, че 

        ,...2,1,,,,   iDRxtxbxtVxa i ;  

2.2. Изпълнено е 
          ,...2,1,,,,,,0 11  

 iRxtxtVxIxtVxIxtV iiiiii ; 

2.3. Изпълнено е 

      ,...2,1,\,,0,  


iDRxtxtV ii . 

Тогава импулсната система (А) притежава равномерно устойчиво 
нулево решение. 

Теорема 2.5. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H1.1÷H1.8, H2.1 и H2.2. 
2. Съществува редица от скаларни частично непрекъснати функции на 

Ляпунов  
 ,...2,1,:;   iRDRVV ii , 

съответна на импулсната система диференциални уравнения (2.1), (2.2), (2.3), 
такава, че: 
2.1. На горната редица от функции на Ляпунов съответстват функции 

,a b K , такива, че 

        ,...2,1,,,,   iDRxtxbxtVxa i ;  

2.2. Изпълнено е 
          ,...2,1,,,,,,0 11  

 iRxtxtVxIxtVxIxtV iiiiii ; 

2.3. Съществува функция c K  такава, че 

        ,...2,1,\,,,  


iDRxtxcxtV ii . 

Тогава импулсната система (А) притежава равномерно 
асимптотически устойчиво нулево решение. 

Теорема 2.6. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H1.1÷H1.8, H2.1 и H2.2. 
2. Съществува редица от скаларни частично непрекъснати функции на 

Ляпунов  
 ,...2,1,:;   iRDRVV ii , 

съответна на импулсната система диференциални уравнения (А), такава, че: 
2.1. За горната редица от функции на Ляпунов съществуват функции ,a b K , 
такива, че 

        ,...2,1,,,,   iDRxtxbxtVxa i ;  

2.2. Изпълнено е 
          ,...2,1,,,,,,0 11  

 iRxtxtVxIxtVxIxtV iiiiii ; 

2.3. Същестува константа  Rc  такава, че 

        ,...2,1,\,,,.,  


iDRxtxtVcxtV iii . 
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Тогава импулсната система (А) притежава равномерно 
асимптотически устойчиво нулево решение. 

Обект на изследване във втория параграф на втора глава е следната 
начална задача: 

       1, , , ,i i i i i

dx
f t x a x t t t t

dt
     , 

(В)    ,i i ia x t  , 1, 2,...i  , 

         0i i i ix t x t I x t   , 

    0 0x t x , 

където: 
фазовото пространство D  на разглежданата система е непразна област от nR ; 
- функциите n

i RDRf : ; 

- векторите n
i R , 0, 1i ia a  ; 

- константите Ri  ; 

- функциите n
i RDI : ; 

-   :iId I D D  , Id  е идентитетът в nR ; 

- началната точка   DRxt  
00 , . 

Както се вижда превключващите множества: 

 ; , , 1, 2,...i i ix D a x i      

представляват части от хиперравнини, разположени във фазовото пространство 
на системата. Решението на задачата (В) означаваме с  0 0; ,x t t x . 

Разгледаме и съответната смутена начална задача: 

      
*

* * * *
1, , , ,i i i i i

dx
f t x a x t t t t

dt
     , 

(Г)    * *, ,i i ia x t   1, 2,...i  , 

         * * * * * *0i i i ix t x t I x t   , 

    * * *
0 0x t x , 

където точката   DRxt  *
0

*
0 , . В общия случай е изпълнено    * *

0 0 0 0, ,t x t x . 

Решението на горната задача означаваме с  * * *
0 0; ,x t t x . 

 Въпреки, че разликата между основната и смутената задачи е само в 
началната точка, то този факт дава отражение при определяне на 
дефиниционните интервали на решенията им. Съществено е влиянието на 
различните начални точки при пресмятане на моментите на промяна на десните 
страни на системата, които разбира се съвпадат с моментите на импулсни 
въздействия върху съответните им решения. Още веднъж ще подчертаем, че в 
общия случай са изпълнени неравенствата: * * * *

0 0 1 1 2 2 0 0, , ,...,t t t t t t x x    . 

Дефиниция 2.4. Ще казваме, че решението  0 0; ,x t t x  на задачата (В) е: 

- устойчиво относно началното условие, ако: 
  Rt0  0const    0const     0 , , 0 :t       
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    0
*
00

*
0

*
0 , xBDxttRt     

     * * * max *
0 0 0 0 0 0 0; , ; , , max , ,x t t x x t t x t t t t      

1
, 1, 2,...,i i ii

t t i  


    ; 

- равномерно устойчиво относно началното условие, ако: 
  Rt0  0const    0const     , 0 :       

    0
*
00

*
0

*
0 , xBDxttRt     

   * * * max
0 0 0 0 0; , ; , , ,x t t x x t t x t t     

1
, 1,2,...,i i ii

t t i  


    ; 

- асимптотически устойчиво относно началното условие, ако то е устойчиво и  
    000   tRt   

    0
*
00

*
0

*
0 , xBDxttRt     

   * * *
0 0 0 0

, , 1,2,...
lim ; , ; , 0
i it t t i

x t t x x t t x
   

   ; 

- равномерно асимптотически устойчиво относно началното условие, ако то е 
равномерно устойчиво и 

 0const     Rt0  0const     0T T    : 

 0 1
, , 1,2,...,i i ii

t t T t t i  


        

    0
*
00

*
0

*
0 , xBDxttRt     

   * * *
0 0 0 0; , ; ,x t t x x t t x    . 

 От горната дефиниция се вижда, че при всички видове устойчивости на 
произволно ненулево решение на системите диференциални уравнения с 
променлива структура и импулсно въздействие, за които моментите на 
превключване са променливи, са налице специфични особености. Така 
например, “равномерна близост” между решението на изходната задача и 
решението на съответната й смутена задача не се изисква за всяко max

0t t . 

Равномерната близост е допустимо да се нарушава, когато времето принадлежи 
на “контролируемо малки” околности на моментите на превключване. 

Неравенството 
1 ii
 


  показва, че времетраенето на “неконтролируемото 

разстояние” между двете решения е с произволно малка обща продължителност 
 . 

Ще използваме следните условия: 
H2.3. Функциите ],[ n

i RDRCf   , 1, 2,...i  . 
 

H2.4. Съществуват константи 0
if

C   такива, че  
 

    
ifi CxtfDRxt   ,, , 1, 2,...i  . 

 

H2.5. Съществуват константи 0
iId IC    такива, че 

 

       ', '' ' '' ' ''
ii i i Id Ix x Id I x Id I x C x x        , 1, 2,...i  , 
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т.е. функциите  iId I  са Липшицови с константи 
iId IC  ; 

 

H2.6. Изпълнени са равенствата 1ia   и съществуват константи 

1 , 0
i ia Id IC
    такива, че 

 

      
11 1 1 1 ,, ,

i ii i i i i i i a Id Ix a Id I x a x I x C 
             , 1, 2,...i  . 

 

H2.7. Валидни са неравенствата: 
 

        DRxtxtfxIId iiiii  
 ,,0,,., 1  , 1, 2,...i  , 0I Id . 

 

H2.8. Редът 1,

1

i i

i

a Id I

i
f

C

C
 

  е разходящ. 

 

H2.9. Съществуват константи , 0
i ia fC   такива, че 

 

     ,...2,1,,,,   iCxtfaDRxt
ii faii . 

 

H2.10. За всяко 1, 2,...i   и за всяка точка   DRxt  
00 ,  решението на 

началната задача 
 

   0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
   

 

съществува и е единствено за 0t t . 

Забележка 2.3. Ще отбележим, че ако съществуват константи fC  и 

,a Id IC  , такива, че са валидни неравенствата: 

1 2
, ,..., 0f f f f fC C C C C const    ; 

2 1 3 2, , , ,,, ,..., 0a Id I a Id I a Id I a Id Ia Id IC C C C C const       , 

то условие H2.8.е в сила. 
В следващата теорема ще изискваме всяко едно от решенията  0 0; ,iX t t x  

на началните задачи (без импулси и с фиксирана структура) 

   0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
  , 1, 2,...i  , 

да са равностепенно експоненциално устойчиви. Горните задачи ще наричаме 
съответни на изходната задача. 
 Дефиниция 2.5. Ще казваме, че решенията  0 0; ,iX t t x , 1, 2,...i  , на 

съответните задачи са равностепенно експоненциално устойчиви, ако  
   ,...2,1, 00   iDRxt  

  0 0 :const const        

  *
0 0x D B x    

      * *
0 0 0 0 0 0 0 0; , ; , exp ,i iX t t x X t t x x x t t t t       , 
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Следващата теорема е основна в този параграф. 
Теорема 2.11. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H2.3÷H2.7, H2.9 и H2.10. 
2. Съществуват положителни константи , ,, , ,f Id I a Id I a fC C C C  , такива, че: 

1 ,, , ,, , , 0, 1, 2,...
i i i i i i if f Id I Id I a fa Id I a Id I a fC C C C C C C C i

         . 

3. Решенията  0 0; ,iX t t x  на съответните начални задачи са равностепенно 

експоненциално устойчиви. 
 Тогава, ако е изпълнено неравенството 

 , ,

,

exp
Id I f fa f a Id I

fa f

C C C C C

C C

 
   

   
 

, 

то решението на разглежданата начална задача с променлива структура и 
импулси (В) е асимптотически устойчиво. 
 

Глава 3. Ограниченост и непрекъсната зависимост на решения на 
диференциални уравнения с променлива структура и нефиксирани 
моменти на импулси  

В тази глава се изучава специфичен клас нелинейни неавтономни 
системи обикновени диференциални уравнения с променлива структура и с 
импулси (в първия параграф) и без импулси (във втория параграф). Подобни 
системи се изучават и в предходните глави. 

Накратко в първия параграф на главата са намерени достатъчни условия 
за ограниченост, равномерна ограниченост и равномерна финална ограниченост 
относно началното условие на решения на началната задача за описаните по-
горе системи диференциални уравнения с променлива структура и импулси. Ще 
отбележим, че при изследванията в този параграф решенията са подложени на 
импулсни въздействия. Въпреки това обстоятелство ограниченост се изисква от 
началния момент до безкрайност (без прекъсвания). 

Резултатите са получени с помощта на подходяща модификация на 
втория метод на Ляпунов. Този математически апарат беше използван и в 
предходната глава. 

Основните резултати, получени във втория параграф на тази глава се 
отнасят за системи диференциални уравнения с променлива структура и без 
импулси. Разглежданите системи притежават ограничени решения (по част от 
координатите) и сменят дясната си страна в моментите, в които решението 
достигне контура на фазовото пространство. Контурът се състои от две 
хиперравнини, ограничаващи последната координата на пространството. Изучен 
е въпросът за непрекъсната зависимост на решенията при постоянно действащи 
смущения, т.е. смущенията са във всяка една от десните страни на изучаваната 
система и в началната точка на съответната начална задача. Ще отбележим, че 
решението на изходната (основната) задача и решението на съответната смутена 
задача притежават различни превключващи моменти, т.е. решенията достигат 
контура на областта в различни моменти. Това означава, че структурните 
промени (смените на десните страни) се осъществяват по различно време. 
Въпреки това обстоятелство “близост” между двете решения се изисква и 
доказва в ограничен времеви интервал (без прекъсвания). 

Както казахме, основен обект на изследване, както и в предходните 
параграфи, е начална задача за системи нелинейни неавтономни обикновени 
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диференциални уравнения с променлива структура и импулси в нефиксирани 
моменти (А) 

Дефиниция 3.1. Ще казваме, че решенията на системата 
диференциални уравнения с променлива структура и импулси (А) са: 
- ограничени, ако 

     :0,0 00    tconstRt  

    00000 ,,;, ttxttxxRx n   ; 

- равномерно ограничени, ако 
      :000    constRt  

    00000 ,,;, ttxttxxRx n   ; 

- квази-равномерно финално ограничени, ако 

     0 0 0 :const const T T            

    TttxttxxRx n  00000 ,,;,  ; 

- равномерно финално ограничени, ако решенията са равномерно ограничени и 
квази-равномерно финално ограничени. 

Въвеждаме следните условия: 
H3.1. Функциите ],[ nn

i RRRCf   , 1, 2,...i  . 
 

H3.2. Съществуват константи 0
if

C   такива, че  
 

    
ifi

n CxtfRRxt   ,, , 1, 2,...i  . 
 

H3.3. Функциите ],[1 RRC n
i  , 1, 2,...i  .  

 

H3.4. Съществуват константи 0
igradC    такива, че 

 

   
igradi

n CxgradRx   , 1, 2,...i  . 
 

H3.5. Функциите ],[ nn
i RRCI  , 1, 2,...i  . 

 

H3.6. Съществуват константи  1
0

i iId IC     такива, че 
 

          11 1 i ii i i i i Id Ix Id I x x I x C 
         , 1, 2,...i  . 

 

H3.7. Валидни са неравенствата: 
 

          n
iiii RRxtxtfxgradxIId  

 ,,0,,.1  , 1, 2,...i  , 
 

където 0I Id . 
 

H3.8. Редът  1

1 .
i i

i i

Id I

i
grad f

C

C C




 

  е разходящ. 

 

H3.9. Съществуват константи , 0
i igrad fC    такива, че 

 

       ,...2,1,,,, ,   iCxtfxgradRRxt
ii fgradii

n
 . 
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H3.10. За всяка точка   nRRxt  
00 ,  и за всяко 1, 2,...i   решението на 

началната задача 
 

   0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
   

 

съществува и е единствено за 0t t . 

H3.11. Съществува константa 0IC   такава, че  
 

    Ii
n CxIRx  , 1, 2,...i  . 

 Основната цел на изследванията в първия параграф на трета глава е 
намирането чрез редици от скаларни частично непрекъснати функции на 
Ляпунов на достатъчни условия за някои видове ограниченост на нулевото 
решение на разглежданата система (А). 

Теорема 3.1. Нека са изпълнени условията: 
3. Валидни са условията H3.1÷H3.10. 
4. Съществува редица от скаларни частично непрекъснати функции на 

Ляпунов 
 ,...2,1,:;   iRDRVV ii , 

съответна на импулсната система диференциални уравнения (А), такава, че: 
2.1.   ,...2,1,,00,   iRttVi ; 

2.2. За въведената редица от функции на Ляпунов съответства функция a K , 
такава, че: 

 lim
u

a u


 
   

 
      ,...2,1,,,,   iRRxtxtVxa n

i ; 
 

2.3. Изпълнено е 
 

          ,...2,1,,,,,,0 11  
 iRxtxtVxIxtVxIxtV iiiiii ; 

 

2.4. Изпълнено е 
 

 xtVi ,


     
0

1
lim , , , 0i i i
h

V t h x hf t x V t x
h

      

 

при     ,...2,1,\,   iDRxt i . 

Тогава решенията на системата диференциални уравнения с променлива 
структура и импулси (А) са ограничени. 

Теорема 3.2. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H3.1÷H3.11. 
2. Съществува редица от скаларни частично непрекъснати функции на 

Ляпунов 
 ,...2,1,:;   iRDRVV ii , 

съответна на импулсната система диференциални уравнения (3.1), (3.2), (3.3), 
такава, че: 
2.1. На горната редица от функции на Ляпунов съответстват функции 

,a b K  и константа 0  , такива, че: 
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2.1.1.           ,...2,1,0,,,   iBRxtxbxtVxa c
i   

2.1.2.  lim ;
u

a u


 
 

 

2.2. Изпълнено е 
 

             ,...2,1,0,,,,,0 11  
 iBRxtxtVxIxtVxIxtV i

c
iiiii  ; 

 

2.3. Изпълнено е 
 

       ,...2,1,\0,,0,  


iBRxtxtV i
c

i  . 

 
Тогава решенията на системата диференциални уравнения с променлива 

структура и импулси (A) са равномерно ограничени. 
Теорема 3.5. Нека е изпълнено: 

1. Валидни са условията H3.1÷H3.11 и условията 2.1 и 2.2 на Теорема 3.2. 
2. В сила са неравенствата 

         ,...2,1,\0,,,  


iBRxtxcxtV i
c

i  , 

където функцията c K . 
Тогава решенията на системата диференциални уравнения с променлива 

структура и импулси (A) са равномерно финално ограничени. 
Основен обект на изследване в последния параграф на последната глава е 

следната начална задача за системи нелинейни неавтономни обикновени 
диференциални уравнения с променлива структура: 

      1, ,i i i

dx
f t x t t t

dt    ; 

(Д)     1 2 1,n
i ix t t t t      ; 

       , 1,2 , 1,2,...n
i px t p i   ; 

     0 0x t x , 

където: 
- функцията  n

iiii
n

i ffffRDRf ,...,,,: 21  и дефиниционното множество  

  ],[ 21
1  nRD ; 

-         1 2
0, ,..., ,nx x t x t x t x t t t   ; 

- 1  и 2  са реални константи, 1 2  ; 

- началният момент Rt0 ; 

- началната точка 0x D ; 

Решението  0 0; ,x t t x  на задачата (Д) е частично диференцируема 

функция. 
 Заедно с основната задача (Д) разглеждаме и така наречената смутена 
задача (при постоянно действащи смущения): 

     * * *
1, ,i i i

dx
f t x t t t

dt    ; 

(Е)     * * *
1 2 1,n

i ix t t t t      ; 

       * , 1, 2 , 1,2,...n
i px t p i   ; 
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     * * *
0 0x t x , 

където: 
- функцията  n

iiii
n

i ffffRDRf *2*1*** ,...,,,:  ; 

-         * * *1 *2 * *
0, ,..., ,nx x t x t x t x t t t   ; 

- началният момент Rt*
0 ; 

- началната точка *
0x D ; 

Разликата между двете задачи е в началните условия и десните страни. 
Ясно е, че в общия случай съответните решения и моментите на превключване 
на десните страни са различни. Решението на смутената задача (Е) означаваме с 

 * * *
0 0; ,x t t x . 

Дефиниция 3.2. Ще казваме, че решенията на системата 
диференциални уравнения с променлива структура (Д) зависят непрекъснато 
при постоянно действащи смущения, ако 

      ,...2,1],,[,0 000   iRDRCftconstTDRxt n
i  

  0 0, , , , 0 :it x T f      

    
0

*
0

*
00

*
0

*
0 ,, xxDxttRt   

      xtfxtfRDRCf ii
n

i ,,],,[ **  при   ,...2,1,,   iDRxt  

   * * * max
0 0 0 0 0; , ; , ,x t t x x t t x t t T     , 

Основната цел на изследванията в параграфа е намирането на достатъчни 
условия, при които решенията на основната система зависят непрекъснато при 
постоянно действащи смущения. Ще използваме допълнително следните 
условия: 
H3.12. Функциите ],[ n

i RDRCf   , 1, 2,...i  . 
 

H3.13. Съществуват константи 0
if

C   такива, че  
 

    
ifi CxtfDRxt   ,, , 1, 2,...i  . 

 

H3.14. Редът
1

1

i

i
fC



  е разходящ. 

 

H3.15. Валидни са неравенствата: 
 

   1 2 1 1 2 1
1, , ,..., , . , , ,..., , 0n n n n

i p i pf t x x x f t x x x  
  , 

 

където Rt ,  1 2 1, ,..., , , 1,2, 1, 2,...n
p px x x D p i    . 

 

H3.16. За всяка начална точка   DRxt  
00 ,  и за всеки номер 1,2,...i   

началната задача 
 

   0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
   

 

притежава единствено решение. 
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 Следната теорема е основна в параграфа  
Теорема 3.11. Нека са валидни условията H3.12 ÷ H3.16. 
Тогава решенията на системата диференциални уравнения с променлива 

структура (Д) зависят непрекъснато при постоянно действащи смущения. 
 

З А К Л Ю Ч Е Н И Е 
 

 В настоящия дисертационен труд са получени следните по-важни 
резултати: 
 

1. Въведено е понятието непрекъсната зависимост относно началното условие и 
превключващите функции на решенията на системи нелинейни диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси в нефиксирани моменти. 
Намерени са достатъчни условия, при които съответната система 
диференциални уравнения притежава въведеното качество. 
2. Получените резултати са приложени при описване и изучаване на динамиката 
на затвора на предпазен клапан. 
3. Въведен e нов математически апарат: редици от функции на Ляпунов. С тяхна 
помощ са намерени достатъчни условия за различни видове устойчивост 
относно началните условия на нулевото и ненулевите решения на системи 
нелинейни диференциални уравнения с променлива структура и импулси в 
нефиксирани моменти. 
4. Редиците от функции на Ляпунов са използвани за установяване на условия за 
ограниченост на решенията на системи нелинейни диференциални уравнения с 
променлива структура и импулси в нефиксирани моменти. 
5. Изучен е въпросът за непрекъсната зависимост относно постоянно действащи 
смущения на ограничени по част от променливите решения на системи 
нелинейни диференциални уравнения с променлива структура. 
 

 
Д Е К Л А Р А Ц И Я 

 

1. Резултатите и сведенията от увода са предварителни и се основават на 
различни литературни източници, които са надлежно посочени. 

2. Резултатите в първите три параграфа са публикувани съответно в три научни 
статии. Във всяка една от тях участва като автор Р. Чуклева. Списъкът на 
тези публикации е даден отделно. Тези статии са приложени и в 
библиографията. 

3. Резултатите в следващите три параграфа са нови и се публикуват за първи 
път тук. 
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