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ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ 
 

Дисертацията е посветена на изучаване на осцилационните свойства на решенията на 
функционално-диференциалните уравнения от неутрален тип с импулси, както и на 
изследване асимптотичното поведение на неосцилиращите им решения.  
Осцилационната  теория е едно от направленията, с които са започнали изследванията  

на качествените свойства на обикновените диференциалните уравнения (ОДУ). 
Концепцията за осцилиране на решения на диференциални уравнения възниква с появата 
на класическата работа на Sturm [111]. Нейната същност, развита през годините, се състои 
в намирането на условия за съществуване на осцилиращи (неосцилиращи) решения, 
изучаване на закономерностите на разпределение на нулите на непрекъснатите решения, 
получаване на оценки за разстоянието между съседните нули и броя на нулите в даден 
интервал, установяване на връзка между структурата на диференциалните уравнения и 
осцилационните и асимптотичните свойства на решенията им и т.н.    
Интересът към осцилационната теория  се проявява особено силно с появата на нови 

обекти на изследване. Две са актуалните за нашето съвремие тематични направления,  
където това е забележимо.  
Едното направление е по посока на функционално-диференциалните уравнения (ФДУ), 

явяващи се естествено обобщение на ОДУ. По своята същност, ФДУ представляват 
адекватен математически апарат за моделиране на процеси и явления, които зависят от 
своята предистория или бъдеще. Още с появата си, те предизвикват голям интерес тъй 
като наличието на закъснение качествено променя осцилационното поведение на 
решенията. За начало на систематичното изучаване на осцилационните и асимптотични 
свойства на ФДУ, се считат работите на Мышкис, резултатите от които са отразени в [7]. 
В теорията на ФДУ е възприета следната класификация - уравнения от закъсняващ тип, 
уравнения от изпреварващ тип и уравнения от неутрален тип. Типични представители  
(при ),0(, +∞=∈ ++ RRh  )  са: 

• tththytfty <=′ )())),((,()(   (закъсняващ тип), 

•  ttHtHytfty >=′ )())),((,()(   (изпреварващ тип), 

• tththythytfty <′=′ )())),(()),((,()( (неутрален тип със закъснение), 
         ttHtHytHytfty >′=′ )())),(()),((,()( (неутрален тип с изпреварване). 
Функционално-диференциалните от закъсняващ тип уравнения (ФДЗУ) все още не са  

добре изучени, поради многобройните им приложения  и поради богатството на самата 
теория. Функционално-диференциалните от изпреварващ тип уравнения (ФДИУ), поради 
своето естество, представляват предимно теоретичен интерес. Функционално-
диференциалните от неутрален тип уравнения, с изпреварващо и/или закъсняващо 
отклонение на аргумента (ФДНУ), са най-сложния и интересен за изследване обект.  
Другото направление с бурно развитие в изучаването на актуални ОДУ в наши дни е 

развитието на фундаменталната и качествената теория на диференциалните уравнения с 
импулси (ДУИ). Тяхната поява се свързва с обстоятелството, че редица  физични явления 
в процеса на своята еволюция се оказват подлагани на кратки по време въздействия, 
нарушаващи естествения им ход. Например, в радиотехниката (генериране на импулси), в 
биологията (работа на сърцето, ръст на клетките), в популационната динамика (изменение 
на компоненти на системата субстрат-продукт-инхибитор), в теорията на управлението 
(импулсно управление) и др. При математическото моделиране на такива процеси е 
удобно да се пренебрегне времетраенето на въздействието  и да се приеме, че процесът 
изменя състоянието си скокообразно, т.е. с импулси. Математическата теория на  ДУИ  
бележи своето начало с работата на В.Д. Милман и А.Д. Мишкис [6]. 
Съвместяването на съдържателността на споменатите две актуални направления ОДУ  

ни води до появата на такива диференциални уравнения, описващи явления и процеси, 
които зависят по някакъв начин от своята предистория и които могат да бъдат подлагани 
на кратковременни въздействия, нарушаващи естествения им ход на развитие. Такива 
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уравнения наричаме най-общо функционално-диференциални (с отклонения на 
аргумента) уравнения с импулси  (ФДУИ).   От тях, най-голям интерес предизвикват 
функционално-диференциалните уравнения от неутрален тип с импулси (ФДНУИ).  
Накратко бихме могли да опишем тези уравнения от първи ред с линейна неутрална 
форма и постоянно закъснение на аргумента, по следния начин. Нека Y е фазово 
пространство на еволюционен процес, т.е.  множеството от всевъзможните състояния на 
процеса и нека RcRhtJ ∈⊂∞+−= ,),[ 0  и h > 0. Бележим разширеното фазово пространство 
на процеса чрез  YJY ×=* .  
Приемаме, че законът за еволюция на този процес се описва от 

• Функционално-диференциалното от неутрален тип  уравнение 

        ( ) kttthtytytFhtcyty
dt

d τ≠+∞∈−=−+ ),,[)),(),(,()()( 0 ,        (P4.1) 

     където    mRYFYyJht →∈∈− *:,,  . 
• Множеството от моменти на импулсно въздействие, съпътстващи закона за 

еволюция,   т.е.  { }*))(,(: YyM kk ∈= τττ , за което съществува множеството на  

“еволюционна  приемственост” -  { }*))(,(: YyM kk ∈= +++ τττ . 

• Операторът +→ ττ MMI : , който  реализира  приемствеността в закона за 
еволюция при моментите на импулсно въздействие чрез    

( ) ( ) NkyFyI kkkkk ∈= ++ ,)(,)(, ττττ ,                              (P4.2) 
като считаме, че решението )(ty  на задачата  ( ) ( ){ }2.4,1.4 , в моментите на импулс е 
непрекъсната от ляво функция,   т.е. 

Nkyyyty kкk
t k

∈=−=−=
−→

),()()0()(lim
0

τττ
τ

. 

Ако са  известни “ начална функция” , дефинирана над “прединтервала”  ],[ 00 tt ρ− , 
където ρ   е максималното измежду закъсненията в уравнението (P4.1)  и началната й 
стойност  в момента време 00 +t , т.е. 

],[,)()( 000 ttttty ρϕ −∈= ,                  (P4.3) 

Rttty ∈++=+ )0(,)0()0( 00000 ϕϕ                   (P4.4) 
където    Yttt →− ],[:)( 000 ρϕ , a )0( 00 +tϕ  e дадено реално число,  то се формира задачата 

{ })4.4(),3.4(),2.4(),1.4()4( PPPPP = , решението на която  означаваме като ),,()( 00 ϕttyty = . 

Множеството τM  се състои от моменти  kτ  на импулсно въздействие, които могат да 
се избират по различен начин. Следните два начина на избор представляват практически 
интерес: 

• Моментите kτ са фиксирани предварително ; 

• Моментите на импулс са променливи  и настъпват, когато  са изпълнени 
някакви пространствено-времеви условия [115] или вероятностни закони ([15]).      

Движението на изобразяващата точка ))(,( tytP  в  YJY ×=*  започва от начално 
положение ))0(,( 000 +ttP ϕ  и  се извършва по интеграционната крива ))(,( tyt , описвана от 
решението )(ty  на уравнението (P4.1) с начално условие (P4.4), до достигане на момента   

01 t>τ , в който среща множеството τM . В този момент, операторът +→ ττ MMI :  

“мигновено”  я  прехвърля от положение ))(,( 111
τττ yP  в положение ))(,( 111

τττ
++ yP  от 

множеството на еволюционна приемственост +
τM ,  където ))(,()( 111 τττ yIy =+ . След това, 

изобразяващата точка  продължава да се движи по интеграционната крива, описвана от 
решението  )(ty   на уравнението (P4.1), но с начално условие     )()( 11 ττ += yy    до нова 
среща с множеството   τM    и   т.н. 

Практически, възможностите за вида на  множествата τM , +
τM    и оператора 

+→ ττ MMI :  са необятни. Това определя голямото разнообразие на ФДНУИ. Трябва да се 
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признае, че тези уравнения намират редица приложения в естествознанието и техниката, 
но притежават специфични свойства, които затрудняват в технически и идеен аспект 
изучаването им. Въпреки  интересното си съдържание и оригиналните възможности за 
приложение, математическата им теория се развива сравнително бавно, включително и 
осцилационната им теория. Това е така, заради затрудненията от теоретичен и технически 
характер, свързани с естеството на тези уравнения.  Ето защо,  изучаването им 
представлява голямо предизвикателство.  Показателно в това отношение е и сравнително 
малкия обем от изследователски работи в областта на ФДНУИ.  
Като се има предвид казаното дотук, е съвсем естествено да формулираме целта на 

настоящия дисертационен труд, а именно : 
 На основата на подходяща класификация и удобни аксиоматични постановки, да се 

анализира връзката между структурата на  ФДНУИ и свойството на решенията им да 
осцилират, както и да се изследва асимптотичното поведение на неосцилиращите им 
решения .  
Произтичащите от това задачи  са: 

- да се построи математически модел на задачите, водещи до ФДНУИ;  
- на базата на модела да се изгради  подходяща  класификация за ФДНУИ; 
- да се изследват сходни на ФДНУИ композиции от ФДУИ от отклоняващ се тип; 
- да се търси приемственост на получаваните резултати; 
- на основата на класификацията, да се построяват стандартни композиции   
     ФДНУИ, които да се изследват за условия, при които решенията им осцилират; 
- на основата на класификацията, да се изследва асимптотичното поведение на 
      неосцилиращите решения  на стандартни композиции ФДНУИ. 

 
 
ИЗПОЛЗВАНИ  МЕТОДИ НА РАБОТА 
 
Наред с класическите математически похвати на работа и  принципите на 

математическа индукция и дедукция, в изследването са реализирани няколко ефективни 
метода, като : 

- конструктивен метод за построяване на решения на ФДНУИ във форма на 
импулсни експоненти, на базата на които  могат да се получават резултати за 
осцилиране или неосцилиране на решения; 

- метод на сравнителния анализ между коефициентите на подобни ФДНУИ 
или между ФДНУИ и сродни на тях ФДУИ, при което се разкрива импликативна 
връзка между осцилационните свойства на съответните им решения ; 

- метод на линеаризация на нелинейни композиции ФДНУИ, за да им се 
осигури  наследяване на осцилационните  свойства на свързани с тях 
квазилинейни композиции; 

 
 
ОСНОВНИ РЕЗУЛТАТИ 
 

Настоящият труд е посветен на изучаване на осцилационните свойства на решенията 
на ФДНУИ, изследване на условията за съществуване на неосцилиращи решения, както и 
проследяване на асимптотичното поведение на някои от тях. Той се състои от увод, 
четири глави, заключение – резюме на получените резултати с декларация за 
оригиналност  и библиография. 
Глава Първа обръща внимание на аксиоматиката и на някои аспекти от 

фундаменталната и качествената  теория за ФДНУИ, както и на осцилационната теория 
на функционално–диференциални от закъсняващ или изпреварващ тип уравнения с 
импулсно въздействие, имащи доста сходства с ФДНУИ. 
В параграф 1.1.  е формулирана постановка на математическия модел на задачите, 

водещи до поява на ФДНУИ и са дефинирани основни понятия. Закон за еволюция на 



 6 

процес, зависещ от предисторията си и търпящ мигновени изменения на своето състояние 
се описва от системата функционално-диференциални уравнения от   n-ти  ред с  l  
закъснения на аргумента ),[,, 000 +∞=∈ tJJtt  , във формата 

0)))(()),...(()),...,(()),...,((),(),(),...,(,( )(
1

)(
1

)()1( 100 =− thythythythytytytytf l
m

l
mmm l ,    (1.1) 

където   µ==
≤≤≤≤ i

li
i

li
mnm

10
max,max ,  а  за  функциите )(thi   е  в сила 

0)(,)(lim,)(,,1),,( '1 >+∞=<=∈
∞→

+ ththtthliRRCh ii
t

ii . 

Със закона за еволюция е свързана и системата от точки (моменти на импулс) { }∞= 1iY ττ , 

намиращи се в RtJ ⊂∞= ),[ 00 , за които е изпълнено 
(Н)    Nkt k ∈<<<<<= ,......2100 ττττ , където ,lim,00 ∞=≥

∞→ k
k

t τ   като 

       { } { } ∞<−≤−< +
∈

+
∈

kk
Nk

kk
Nk

ττττ 11 maxmin0 . 

Приема се, че  самите (моментни) скокообразни  изменения на процеса се моделират   
чрез   импулсните   съотношения  ( 1,0, −=∈ njNk ) 

)))(()),...,(()),(()),(()),(()),...,((()( )(
1

)()()(
1

)(
1

)()(
kl

j
ks

j
ks

j
ks

j
ks

j
k

j
k

j hyhyhyhyhyhyIy τττττττ +− ∆=∆ ,     (1.2) 
където  s  е този измежду индексите от 1  до l , за който µ=

≤≤
i

li

m
1
max . 

Задачата { })2.1(),1.1((*) =  се нарича функционално-диференциална задача с  l  закъснения 
на аргумента и импулси.  Дефинирана е  функцията { }0

1
,)(min)( Jttht i

li
∈=

≤≤
ρ  и множеството 

]),([ 000
ttEt ρ≡ , Rt ∈0 .  Върху 

0t
E   са приети за дадени началните функции       

µϕ ,...,2,1,0),()( )(
0 ==Φ ktt k

k ,     m
t

k RE →
0

:)(
0ϕ .       (1.3) 

Приема се, че са налице  и  началните функционални  стойности 
)(

00
)(

0
)( )()( kkk ytty =+=+ ϕ    ,   за   µ,...,1,0=k .      (1.4) 

Тогава, задачата { })4.1(),3.1(),2.1(),1.1((**) = , се нарича начална задача за функционално-
диференциални уравнения от n-ти  ред с l закъснения на аргумента и импулсно 
въздействие в точките { }∞= 1iY ττ .  

При полагането µλ −= 0m , се появява възможност функционално-диференциалните  
задачи с отклонения  на  аргумента и импулси да бъдат класифицирани  така:   

при 0>λ ,  (**)  се нарича  задача от  закъсняващ тип с импулси; 
при 0=λ ,  (**)  се нарича  задача от неутрален тип с импулси; 
при 0<λ ,  (**)  се нарича  задача от  избързващ тип с импулси. 

 
Въведени са дефиниции, по-важните от които са: 
Дефиниция 1.1.1. Пространството )(JPAC n

τ  се състои  от всички функции  u(t), 
RJu →: ,  които удовлетворяват следните условия : 

(i)    u  имат абсолютно непрекъснати производни до  n-ти ред на всеки от интервалите   
{ }∞

+ 1110 ],(],[ kk ττττ U ; 

(ii)   u  са непрекъснати отляво в точките Yk ττ ∈ , т.е.      )()(lim)0( )()(

0

)(
k

jj

t
k

j utuu
k

ττ
τ

==−
−→

; 

(iii) { })0()( +∃ k
ju τ , така че  )(lim)0( )(

0

)( tuu j

t
k

j

k +→
=+

τ
τ ; 

(iv) u  могат да имат, заедно със своите производни до  n-ти ред  включително, 
прекъсване от първи род  в точките Yk ττ ∈ , т.е.  

njNkuuu k
j

k
j

k
j ,0,,0)()()( )()()( =∈≠−−+=∆ τττ . 

Дефиниция 1.1.6.  Регулярното решение  x(t) на задача (*)  наричаме финално 
положително (респ. финално отрицателно) , ако 01 >∃ T , че да е в сила x(t) > 0 

(респективно  x(t) < 0)  за всяко 1Tt ≥ .  
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Дефиниция 1.1.7.  Регулярното решение x(t) на задача (*)  наричаме осцилиращо 
относно нулата (знакоосцилиращо),  ако { } :lim,1 ∞=∃

∞→

∞
i

i
i tt Nitxtx ii ∈<+ ,0)()( 1 . 

Дефиниция 1.1.8.  Регулярното решение x(t) на задача (*) наричаме осцилиращо 
относно функцията f(t) (функциоосцилиращо), ако 

{ } :lim,1 ∞=∃
∞→

∞
i

i
i tt [ ][ ] Nitftxtftx iiii ∈<−− ++ ,0)()()()( 11 . 

Дефиниция 1.1.9.  Казваме, че една функция  u(t) има форма на  импулсна експонента, 
ако съществуват реално число ,RA∈  наречено “пулсираща константа”, и реално 

число R∈λ  с помощта на които u(t)   може да се представи във вида tti eAtu .),[ .)( 0 λτ −= , 
където под изразът  ),[ 0 ti τ  разбираме броя на импулсни  моменти Yk ττ ∈  за функцията u(t), 
намиращи се в интервала  ),[ 0 tτ .  

За описание на по-важните ФДНУИ е въведена опростена сигнатура. Уравненията се 
разглеждат, като съставени от две части, втората от които конституира неутралния 
характер. Тези части се означават с “L” или “N” , в зависимост от това дали са с линеен 
(квазилинеен) или нелинеен характер. Между буквите се поставя число, указващо броя 
закъснения на аргумента, а накрая се завършва с число, указател за реда на 
диференциалното уравнение. Тогава, може да се  каже  следното: 





∈=+++−∆
∈≠=+++′−

Nkhyqhypyrhycy

Nkttfthytqthytptytrthytcty

kkkkk

k

kkkk
,0))(())(()())](()([

,,)())(()())(()()()(]))(()()([

211

211

τττττ
τ

ττττ
  (L2L-1) 

представлява  квазилинейно ФДУ с две закъснения на аргумента, от неутрален тип в 
линейна форма, с импулси, от първи ред .  





∈∆=+
∈≠=+′′

NkhyhyhyyIy

NkttfthythytyFthytyf

kkkkk

k

,))](()),(()),((),([)(

,,)()))(())((),(()))((),((

2110

211

τττττ
τ

   (N2N-1) 

представлява нелинейно ФДУ с две закъснения на аргумента, от неутрален тип в 
нелинейна форма, с импулси, от първи ред.  














∈∆=+
∈′′′∆′=+′

≠=+++′′− ∑∑∑
===

.,))]((),((),((),([)(

,))](()),(()),((),([)(

,)())(()())(()()()(]))(()()([

2110

2111

1

0
2

)(
1

0
1

)(
1

0

)(
1

NkhyhyhyyIy

NkhyhyhyyIy

ttfthytqthytptytrthytcty

kkkkk

kkkkk

k
i

i
i

i

i
i

i

i
i

τττττ
τττττ

τ

 (L2L-2) 

представлява квазилинейно ФДУ с две закъснения на аргумента, от неутрален тип в 
линейна форма, с импулси от втори ред. 









∈∆=+
∈′′′∆′=+′

≠=′′′+′′′′

.,))]((),((),((),([)(

,))](()),(()),((),([)(

,,)()))(()),(()),(()),((),(),(()))((),((

2110

2111

22111

NkhyhyhyyIy

NkhyhyhyyIy

ttfthythythythytytyFthytyf

kkkkk

kkkkk

k

τττττ
τττττ

τ
 (N2N-2) 

представлява нелинейно ФДУ с две закъснения на аргумента, от неутрален тип в 
нелинейна форма, с импулси, от втори ред.  

Очевидно, при )()( 21 thth ≡  закъснението на аргумента в горните задачи е едно.  

От значение е и удобно да се опише разположението на точките на импулс на задачите 
от разглежданите класове, от гледна точка на закъснителните функции lithi ,1),( = . Затова 
се приема, че  е в сила един от  възможните два случая:  
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Хипотеза (Аhi): От определено място Nnn ∈≥ ,1   и нататък, за редицата { }∞
+= 1nssτ   е 

изпълнено  { }kh
ksi ττ ∞

=
∈

1
)(  , т.е. Njh jssi ∈= − ,)( ττ  .  

 Случай (Аhi+): Функцията y(t) е само със “скокове-нагоре” в точките на импулс  
)( kih τ , т.е.  1,,0))(( +≥∈>∆ nkNkhy ki τ . 

 Случай (Аhi-): Съществува поне един “скок-надолу” в )( kih τ , т.е.  
1,,0))((:, +≥∈<∆∈≥∃ nkNkhyNк i ντνν . 

Хипотеза (Bhi): Съществува строго растяща редица { } Nk ⊆
∞

=ν ν 1
 (не задължително от 

последователни естествени числа), такава че { }kh
kki τ

ν
τ ∞

=
∉

1
)( , когато  { } { }kk k

ττ ν ν

∞

=

∞

=
⊆

11
. 

В параграф 1.2.  са  представени като помощни, няколко известни твърдения, които 
имат важна роля при получаване на някои от резултатите в следващите параграфи и 
глави. 

В параграф 1.3.  са  разгледани началните задачи  за квазилинейното ФДУ от 
неутрален тип в линейна форма, с постоянни коефициенти, с едно (от клас (L1cL-1c)) или 
с две  (от клас (L2cL-1c)) постоянни отклонения на аргумента и импулси. Въз основа на 
метода на стъпките са доказани теореми за съществуване и единственост на решенията на 
такива задачи.  Разисквани са  условия, при които съществува решение за началната 
задача  за нелинейното ФДУ от неутрален тип в квазилинейна форма, от клас (N2L-1), 
както и условия, при които това решение е единствено. Последните са свързани с 
отхвърляне на  евентуална нееднозначност на импулсния оператор, т.е. “разклоняване” на 
интегралната крива след импулс. Изследван е и традиционния за качествената теория на 
диференциалните  уравнения  въпрос за непрекъсната зависимост на решенията на 
ФДНУИ от начални данни за такива уравнения, като е разгледано уравнението: 













∈=+=+
∈=

∈=+∆
∈≠=′+

,,)()(

]),([,)()(

,)]((),([))]((()([

,))),(())((),(,(]))((()([

0000

00

11

211

Ryyy

ttty

NkhyyIhygy

NktthythytytFthygty

kkkkk

k

τϕτ
ττρϕ

ττττ
τ

        (1.3.8) 

Въведени са следните условия: 
(H1.3.4) Съвкупността от решения на уравнението без импулси (1.3.8) притежава 
свойствата непродължимост, локалност, разрешимост на начална задача и локална 
компактност. (виж [9], стр. 11). 

(H1.3.5)  ],[],,[ mm RJCcRYYYJCF ∈×××∈ .  

(H1.3.6) Функцията F  е Липшицова по втория, третия и четвъртия си аргументи  
равномерно в   YYYJ ××× , с положителна константа  FL . 

(H1.3.7) Функциите kI  са Липшицови по трите си аргумента равномерно в   YYY ×× , с 

положителни константи  NkLk
I ∈, ,  където NkLLRL I

k
II ∈<∈∃ + ,:  . 

(Н1.3.8) Функцията  g   е Липшицова  в   Y  с положителна константа  1<gL . 

Въведена е следната дефиниция : 
Дефиниция 1.3.1  Казваме, че решението Jtyttyty ∈= ),),(,()( 0ϕϕ  на (1.3.8) зависи 

непрекъснато  от началната функция )],),(([)( 00 YPACt ττρϕ τ∈  и началната 

функционална стойност 00 )( y=+τϕ , ако      :)0)(()0( >=∃>∀ εδδε  

),,)()(:)(),],),(([( 0000000 δδψϕτψττρψ τ <−<−=+∈∀ yyttyYPAC => 

=>   εψϕ <− )()( tyty  . 
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Основен резултат се дава от  следната теорема: 
ТЕОРЕМА 1.3.5.  При изпълнени   условия (Н), (Н1.3.4) - (Н1.3.7),   решението 

Jtyttyty ∈= ),),(,()( 0ϕϕ   на  задачата (1.3.8)  непрекъснато зависи от началната 

функция  )],),(([)( 00 YPACt ττρϕ τ∈  и началната функционална стойност 00 )( y=+τϕ . 
 

В параграф 1.4. е  показана експоненциалната ограниченост на решенията на ФДНУИ-
1. Разгледана е задача  за квазилинейното ФДНУИ-1 в линейна форма, уравнение с 
постоянни коефициенти и две постоянни отклонения на аргумента, с импулси, от клас 
(L2cL-1c), записано във формата  





∈=−+−−∆
∈≠=−+′−−

.,0)()]()([

,,0)(])()([

Nkyhcyy

Nkttqyhtcyty

kkk

k

στνττ
τσ

                    (1.4.1) 

С помощта на  теорема, разкриваща връзка между вече намерено решение и интеграла 
от него, като функция на неговите  граници е доказана следната теорема. 

 
ТЕОРЕМА 1.4.2   За всяко неосцилиращо решение на задачата (1.4.1) с коефициенти  

0, >qν   е валидна оценката  )(),( 00)1(
~

)(~ ττν −+≤ tqti eCty , при валидна Хипотеза (Аh1). 
 
В този параграф е демонстрирано и качествено изследване на свойството устойчивост 

за квазилинейно ФДНУИ-1 с непостоянни коефициенти и две постоянни отклонения на 
аргумента,  от клас (L2cL-1c), от вида 













=+=+=+
−∈=

∈=∆
∈≠−+−′=′

,)()0()0(

],[,)()(

,))(()(

,),()()()()(

0000

00

ϕτϕτϕτ
τρτϕ

ττ
τσ

y

ttty

NkyIy

Nkttytqhtytcty

kk

k

                  (1.4.4) 

Въведени са  следните условия: 
(H1.4.1)    ;)(0:1),,(, 1 ctccRJCqc ≤<<∃∈  

(H1.4.2)     ∑ ∞<∈≤>∃∈
k

kkkkk NkyyIRRCI ααα ,,)(:0,),( . 

Дадена е следната дефиниция:  

Дефиниция 1.4.1.  Решение 0)0,,( 0 ≡τtx  на (1.4.4)   наричаме устойчиво , ако 

),),,(())(:0),((),0( 000000 τεϕττϕτεδδτε δ ><⇒∈∀>=∃∈∀>∀ ttxBR  . 

Доказана е теоремата: 

ТЕОРЕМА 1.4.3.  Ако са в сила хипотезите  (H1.4.1) и (H1.4.2), тогава нулевото 
решение   на  (1.4.4)  е  устойчиво. 

 

В параграф 1.5. е  демонстриран подход за  изследване на ФДНУИ чрез  операторна 
символика по идея, заимствана от  [3]. 

В параграф  1.6 са представени някои критерии за осцилиране на решенията на  
квазилинейни ФДУ от закъсняващ или изпреварващ тип с импулсно въздействие. 
Разгледани са квазилинейното ФДУ от закъсняващ тип  с импулси   





∈=+∆
∈≠=+′
,,0))(()(

,,0))(()()(

NkzQz

NkttztQtz

kk

k

k
τατ

τα

τ
             (1.6.1) 
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и квазилинейното ФДУ от изпреварващ тип с импулси    





∈=−∆
∈≠=−′
,,0))(()(

,,0))(()()(

NkzQz

NkttztQtz

kk

k

k
τβτ

τβ

τ
             (1.6.2) 

Въведени са следните условия: 

 (H1.6.1)  
;)(lim,)(,)(lim,)(

,0)(,0)(),,(, 1

+∞=>+∞=<
>′>′∈

∞→∞→

++

tttttt

ttRRC

tt
ββαα

βαβα
 

 (H1.6.2)  .),,( 00
++ ∈∈ RQRJPACQ

kττ  

Доказани са следните по-важни резултати : 

ЛЕМА 1.6.2. Нека са в сила условията (Н) и (Н1.6.1)-(Н1.6.2) и нека освен това имаме  

NkQ
k

∈<≤ ,10 τ .  Ако ∫∏ ∞→
≤≤∞→

<−
t

t
t

ttt
dssQQ

e
k

k

)()(

)(inflim)1(suplim
1

ατα
τ ,  то всички решения на 

(1.6.1)  осцилират . 
 
ЛЕМА 1.6.3.  Нека  са изпълнени условията (Н)  и (Н1.1)-(Н1.2).  Нека още : 

1. Съществува  такава редица реални числа  { } ∞→nt  и такова число +∈ Rl , че за 

функцията Q(t)   е изпълнено Q(t) > 0  поне в интервалите  { }∞
=+− 1]2,2[ nnn ltlt  ,  

където  lNnltt nn ≤∈−< + σ,,21 ; 

2. 
e

dssQ
t

t
ltUtt

1
)(inflim

)(
)2,(,

>∫∈∞→
α

, където [ ] NnltltltUltUltU nnn
n

n ∈+−==
∞

=

,2,2)2,(,)2,(:)2,(
1
U ; 

3. Съществува  )1,0(∈c , така че    
2

)1(
)1(suplim0 




 −≤−< ∏
+<≤−∞→ e

cc
Q

nkn

k
n ttt στσ

τ . 

Тогава  (1.6.1 )  при  +∈−= Rtt σσα ,)(   има  само  осцилиращи   решения. 

 

ЛЕМА 1.6.5. Нека са в сила условията (Н) и (Н1.6.1)-(Н1.6.2). Ако 

e
dssQQ

t

ttt
t

k

k

1
)()1(inflim

)(

)(

>











+ ∫∏

≤≤
∞→

β

βτ
τ , то всички решения на (1.6.2) осцилират. 

  

Разгледани са и уравнения, подобни на (1.6.1), но с нелинейни импулсни условия, от 
вида  





∈=∆
∈≠=+′
,,))((),(()(

,,0))(()()(

NkzzIz

NkttztQtz

kkk

k

ταττ
ταε

            (1.6.30) 

Въведено е условието: 

(H1.6.3)  0,),(:0,,0,0),(),,( ≠≤≤>∃≠≥×∈ uuCvuIucCcuvuuIRJJCI IIII . 

Разгледан е интервалът ]),(( ttα , за произволно t , за което 10
2 )()( ttt =≥ αα   и за 

фиксирано Nk ∈ ,  е  описано разположението на точките  )(tα  и  t   чрез 
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{ } { } 





=∈
∈≥∈∈

∈

−+−−+

.]),((max:,,,2,1,0

,,],()(],,( 111

ttiMMm

Nkttt

Jt

mкmкmккк

α
ττταττ

K
                   (1.6.31) 

Дефинирани са : 

  










>+=+∈

=+=++

=
−−

−−−

1]
2

)(
,(,1],(,

2

)(
,(:

1]
2

)(
,(0]

2

)(
,(,

2

)(

11

111

tt
tiакоti

tt
t

tt
tiили

tt
tiако

tt

t
αξαξξ

ααα

α ,          (1.6.32) 







=

>
= <≤

0))(),((,)(

0))(),((,max

22

2

)()(2

αα

α
ατα

ααα

αατ

ttiакоt

ttiако
t

i
tt

L
i ,            (1.6.33) 








=

>







= <≤

−

0)](),((,

0)](),((,max
)()(

1

α

αατα

αα

αατα
α

ttiакоt

ttiако
t i

tt
R i .                   (1.6.34)   

На основание (1.6.31), (1.6.32), (1.6.33)  и (1.6.34)  е  конструирана функция, играеща 
роля на «генератор на ограничение»,  т.е. 

)(,)(,)(min)(
~

0
1 ttdssdsstI

t

t

t

tL R

−≥












= ∫ ∫ αϕϕ
α

ϕ ,                 (1.6.35)   

Доказани  са  следните важни  резултати: 

ЛЕМА 1.6.6. Нека са в сила условията (Н), (Н1.6.1)-(Н1.6.3)  и )(tz  е финално 

неосцилиращо  решение на (1.6.30), при 1+=ε .  Ако 0>∃ A  така, че     [ ] AtI Q
t

≥
∞→

)(
~

inflim ,   

то функцията 
)(

))((
:)(

tz

tz
tw

α=  e финално ограничена. 

 
ЛЕМА 1.6.7. Нека са в сила условията (Н) и  (Н1.6.1)-(Н1.6.3).   Ако  

[ ] { }]),((max,
)1(

)(
~

inflim
)),([ 0

ttiM
e

C
tI

tt

M
I

Q
t

α
α +∞∈∞→

=+≥ , 

то  (1.6.30),  при 1+=ε ,  притежава само  финално осцилиращи  решения. 
 
 
Глава Втора е посветена на изследването на асимптотичното поведение на 

неосцилиращите решения на квазилинейни ФДНУИ от първи ред, изследване условията 
за съществуването на такива решения чрез построяване на характеристични уравнения, 
както и на изучаване на осцилационните свойства на квазилинейни ФДНУИ от първи ред 
с постоянни и непостоянни коефициенти. 
В параграф 2.1. е изследвано асимптотичното поведение на финалните неосцилиращи 

решения  на хомогенната задача за  ФДНУИ-1 от клас (L2L-1) , от вида  





∈=+++−∆
∈≠=+++′−

.,0))(())(()())](()([

,,0))(()())(()()()(]))(()()([

211

211

Nkhyqhypyrhycy

Nktthytqthytptytrthytcty

kkkkk

k

kkkk
τετετεττ

τεεε

ττττ
 (2.1.1)  

Предварително е изследвано асимптотичното поведение на помощна функция, 
конструирана от финално неосцилиращи решения на изрази от вида (2.1.1).  

За целта са въведени  следните условия: 

 (H2.1.1)  
;)(lim,)(lim,)(,)(

,0)(,0)(),,(,

2121

21
1

21

+∞=+∞=<<
>′>′∈

∞→∞→

++

ththtthtth

ththRRChh

tt
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(H2.1.2) ;,,,),(),,( 000
1 +++ ∈∈∈∈=∈ RqRpRrRcccRJCc

kkkkk k τττττ τ  

(H2.1.3)  ),(,),(, 0
++ ∈∈ RJPACqRJPACpr ττ  ; 

(H2.1.4) +∞=+≠ ∑∫∑
∞

=

∞

= 11

2 )(,0
kJk

kk
rdssrr ττ ,   +∞=+≠ ∑∫∑

∞

=

∞

= 11

2 )(,0
kJk

kk
pdsspp ττ , 

+∞=+≠ ∑∫∑
∞

=

∞

= 11

2 )(,0
kJk

kk
qdssqq ττ , 

които са в сила наред с една от следните възможности : 

(H2.1.5)  ;]0,()),0,(,(1 −∞∈−∞∈
k

cJCc τ  

(H2.1.6)  ;,0]),,0(,(:)1,0( 00
1

0 NkcccJCcc
k

∈≤<∈∈∃ τ  

(H2.1.7)  .,),()),,[,(:1 00
1

0 NkCcCJCcC
k

∈+∞∈+∞∈>∃ τ  

Дефинирана е  помощна функция  z(t), считайки  y(t) за решение на  (2.1.1) :   
))(()()(,))(()()()( 11 kkk hycyzthytctytz

k
τττ τ ∆−∆=∆−= .      (2.*) 

С няколко леми е изследвано  асимптотичното поведение на )(tz , в случаите, когато 
тя е конструирана от неосцилиращи  решения на (2.1.1). Показателна в това отношение е 
следната лема. 

 
ЛЕМА 2.1.1.  Нека  хипотезите (Н) и (Н2.1.1)-(H2.1.4) са  в сила, 1+=ε   и  y(t) е 

финално положително решение на   задачата (2.1.1).  Тогава,  функцията )(tz , 
дефинирана в (2.*)   е   намаляваща  и : 

(1)  Ако  в  сила  (H2.1.5) или (H2.1.6),  то )(tz  е финално положителна     и 

;0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
ztz

k

τ
τ

 

 (2)  Ако е в сила (H2.1.7),  то )(tz  е финално отрицателна и 

0)(,)(lim ≤∆−∞=
+∞→ k

t
ztz τ . 

Потърсени са  нови възможности за изследване на задачи от вида (2.1.1). Показано е, 
че помощната функция  z(t), дефинирана в (2.*)  с помощта на решения на (2.1.1), 
удовлетворява интересна релация с полезни характеристики, която е  родствена на (2.1.1) 
в някои отношения. За целта е разгледана задача от клас (L2L-1) - квазилинейни  
ФДНУИ-1, с две отклонения на аргумента и непостоянни коефициенти от вида  





∈=+−∆
∈≠=+′−
,,0))(())](()([

,,0))(()(]))(()()([

21

21

Nkhyqhycy

Nktthytqthytcty

kkk

k

kk
τεττ

τε

ττ
   (2.1.4) 

При  валидна хипотезата  (Аh1) е доказана следната лема:  
 
ЛЕМА 2.1.5.  Нека  хипотезите (Аh1) , (Н) и (Н2.1.1)-(H2.1.3) са  в сила, 1±=ε   и  y(t) 

е решение на   задачата (2.1.4).  Тогава,  функцията )(tz , дефинирана в (2.*),  финално 

удовлетворява квазилинейното функционално-диференциално от неутрален тип  
уравнение с импулси (2.1.*) 





∈=+−∆
≠=+′−′

,,0))(())](()([

,,0))(()())(()()(

21

21

NkhzqhzSz

tthztqthztStz

kkk

k

kk
τεττ

τε

ττ
    (2.1.*) 
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където  )(,,
))((

)(
))(()(

)(
)(

1
2

1

2 k
h

h qq
q

q
cS

thq

tq
thctS

k

k

k

kk
ττ

τ

τ
ττ === . 

Показано е, че при валидна хипотезата  (Bh1), са в сила симетрични резултати, 
съдържащи се в Леми 2.1.6 и 2.1.7 : 

 
ЛЕМА 2.1.6.  Нека  хипотезите (Bh1) , (Н) , (Н2.1.1)-(H2.1.3)  са  в сила.  Нека  y(t) е  

финално положително решение на   задачата (2.1.4)  при 1+=ε    или   y(t) е финално 
отрицателно  решение на   задачата (2.1.4)  при 1−=ε .  Тогава : 

(1)  Ако една от двете хипотези  (H2.1.6) или (H2.1.7) е  в сила, то  функцията )(tz , 
дефинирана в (2.*),  финално удовлетворява квазилинейната функционално-
диференциална от неутрален тип  релация с импулси  





∈≤+−∆
≠=+′−′

;,0))(())](()([

,,0))(()())(()()(

21

21

NkhzqhzSz

tthztqthztStz

kkk

k

kk
τεττ

τε

ττ
        (2.1.*a) 

 (2) Ако хипотезата (H2.1.5) е  в сила, то  функцията  )(tz , дефинирана в (2.*),  финално 
удовлетворява квазилинейната функционално-диференциална от неутрален тип  релация 
с импулси   





∈≥+−∆
≠=+′−′

,,0))(())](()([

,,0))(()())(().()(

21

21

NkhzqhzSz

tthztqthztStz

kkk

k

kk
τεττ

τε

ττ
        (2.1.*b) 

където  )(,,
))((

)(
))(()(

)(
)(

1
2

1

2 k
h

h qq
q

q
cS

thq

tq
thctS

k

k

k

kk
ττ

τ

τ
ττ === . 

 
Изследвано е и асимптотичното поведение на помощна функция , дефинирана чрез 

финално неосцилиращи решения  на хомогенната задача за  ФДНУИ-1 от  клас (L2L-1) 
със смесени  по знак  коефициенти  от вида  





∈=+−∆
∈≠=−+′−

.,0))(())](()([

,,0))(()())(()(]))(()()([

11

211

Nkhyphycy

Nktthytqthytpthytcty

kkk

k

kk
τττ

τ

ττ
  (2.1.7)  

За целта са въведени  условията: 

(Н2.1.8)  ( ) ;,))(()())((,)()( 1
1

1
2

1
221 Jtthpththqthth ∈≤′≤ −−−  

(H2.1.9)   Jtdssqtc
t

thh

∈≤+ ∫
−

,1)()(
))(( 2

1
2

 

и е дефинирана помощната функция 

))(()()(,))(()())(()()()( 1

))((

21

1
1

2

kkk

t

thh

hycyzdsshysqthytctytz
k

τττ τ ∆−∆=∆−−= ∫
−

.  (2.**) 

Доказана е важната  
 
ЛЕМА 2.1.8.  Нека  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.3)  и  (Н2.1.8)-(H2.1.9)  са  в сила,  

y(t) е финално положително  решение на (2.1.7 и  c(t) > 0 .  Тогава )(tz , дефинирана в  
(2.**)   е финално положителна и нерастяща  функция със „ скокове надолу”. 
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На основание на получените по-горе резултати е изследвано асимптотичното 
поведение на финалните неосцилиращи решения  на  (2.1.1) чрез помощната функция, 
дефинирана в (2.*). Доказана е важната теорема 2.1.1, на която останалите са органическо 
допълнение. 

 
ТЕОРЕМА 2.1.1.  Нека  хипотезите (Н) и (Н2.1.1)-(H2.1.4)  са  в сила  и  y(t) е финално 

положително решение на   задачата (2.1.1)  при 1+=ε  .  Тогава : 

(1)  Ако е в  сила  (H2.1.5) или (H2.1.6) ,  то решението y(t)  удовлетворява 

.0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
yty

k

τ
τ

 

 (2)  Ако е в  сила  (H2.1.7)   и   11 )(: CtcRC ≤∈∃ +   , то  y(t)  удовлетворява 

+∞=
+∞→

)(lim ty
t

. 

 
В параграф 2.1 са изследвани  условията за съществуване на неосцилиращи  решения 

на задачи от клас (LL-1c) - квазилинейни  функционално-диференциални от неутрален 
тип в линейна форма уравнения от първи ред с импулсно въздействие  (ФДНУИ-1) и 
постоянни коефициенти при валидни хипотези  (Аhi).  Разгледани са различни задачи, 
първата от които е задачата от клас (L1cL-1c) с едно постоянно отклонение на аргумента 

+∈−= Rhhtth 111 ,)(  ,  от вида 
 





∈=−++−−∆
∈≠=−++′−−

.,0)()()]()([

,,0)()(])()([

11

11

Nkhuysyhcyy

Nkthtpytryhtcyty

kkkk

k

ττττ
τ

   (2.2.1) 

Доказана е теоремата 
ТЕОРЕМА 2.2.1.   Задача (2.2.1)  притежава решение  y(t) във форма на импулсна 

експонента тогава и само тогава когато уравнението 

( ) RLepc
pcr

ucsspur
r h

L

∈=++








+
+−−+− ,0)(

)()(
1 1λλλλ    (2.2.3) 

притежава реален корен  R∈λ . 
 
Следствията от тази теорема утвърждават условия, при които съществуват 

неосцилиращи решения на (2.2.1). Основен резултат тук е : 
 
СЛЕДСТВИЕ 2.2.1.1.  Задача (2.2.1)  притежава финално положително решение y(t) 

във форма на импулсна експонента тогава и само тогава когато (2.2.3) 

1) притежава реален корен 
scu

spucr

+
−++< )1()(λ ,    при  0))(( >++ rcpscu ; 

2) притежава реален корен   
scu

spucr

+
−++> )1()(λ  ,    при  0))(( <++ rcpscu  . 

 
Пример 2.2.1.  Квазилинейното ФДНУИ от клас  (L1cL-1c) 

[ ]
[ ] Nkyyy

ttytyty

kkk

k

∈=−+−−∆
≠=−+′−−
,0)1(1438.0)1(14711.0)(

0)1(063065.0)1(14711.0)(

τττ
τ  

при  Nkkk ∈=−+ ,11 ττ ,  за всяко  00 >≥ τt  удовлетворява условията на Следствие 2.2.1.1 

при 0== sr  и съгласно неговите изводи, притежава финално положително решение. 
Такова наистина има, във вида ),( 0*)( tit Aety τλ−= , където 1591895.0* ≈λ , а пулсиращият 
коефициент е 637018.0≈A  (Виж  фиг. 2.2.1 ). 



 15 

фиг.  2.2.1      
 
Въз основа на следствията от Теорема 2.2.1. е  направено  изследване, с цел откриване 

на по-конкретни условия за съществуване на финално положителни решения на задачи от 
вида (2.2.1). 

 
ТЕОРЕМА  2.2.2.  Задачата (2.2.1),  при   1,0,0 === Lsr    и   )1,0(∈c ,   има  за 

решение финално положителна импулсна експонента, ако 

24

1

24

1

12

c
u

c −≤≤−
αα

 

където 21 αα ≤       са  реални корени на уравнението    

 
αα u

ucph

e

)2(1 +
= ,  при  

euc

u
ph

)2(1 +
≤ . 

 
Пример 2.2.3    Квазилинейното ФДНУИ от клас  (L1cL-1c) 













∈=−+




 −−∆

≠=−+
′






 −−

Nky
e

y
e

y

tty
e

ty
e

ty

kkk

k

,0)1(.
8

1
)1(.

4

1
)(

0)1(.
4

1
)1(.

4

1
)(

τττ

τ
 

при  Nkkk ∈=−+ ,11 ττ ,  за всяко  00 >≥ τt  удовлетворява  Теорема 2.2.2. и следователно 

притежава финално положително решение. Такова е например  ),( 0*)( tit Aety τλ−=  , с 1* =λ  

и пулсиращ коефициент  
2

1=A , т.е  ),( 02)( titety τ−−=  (Виж фиг.  2.2.4). 

фиг.  2.2.4 
 

Втора от разгледаните  задачи е  тази от клас (L2cL-1c) - квазилинейни  ФДНУИ-1 с 
постоянни коефициенти с две постоянни отклонения на аргумента +∈−= Rhhtth 111 ,)(  и 

+∈−= Rhhtth 222 ,)( , 12 hh > ,  от вида 





∈=−+−−∆
∈≠=−+′−−

.,0)()]()([

,,0)(])()([

21

21

Nkhtvyhcyy

Nkthtqyhtcyty

kk

k

ττ
τ

              (2.2.7) 

1

3.877211 10
3.

h l( )

hh ll( )

hhh lll( )

hb llb( )

40 l ll, lll, llb,
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0

0.5

1
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За нея е доказана  следната теорема. 
ТЕОРЕМА 2.2.4.  Задача (2.2.7)  притежава решение  y(t) във форма на импулсна 

експонента тогава и само тогава когато  уравнението 

011 21 =+







−+








−−

−
h

LK

h

K

qe
q

v
ec

q

v λλ λλλλ    (2.2.9) 

притежава реален корен  R∈λ  . 
 
Следствията от тази теорема утвърждават условия, при които съществуват 

неосцилиращи решения на (2.2.7). Основен резултат тук е : 
СЛЕДСТВИЕ 2.2.4.1.  Задача (2.2.7)  притежава финално положително решение y(t) 

във форма на импулсна експонента тогава и само тогава  когато  (2.2.9) : 

1)  притежава  реален корен 
v

q<λ  , при   0>vq ; 

2)  притежава реален корен 
v

q>λ  ,  при   0<vq  . 

 

Разгледан е и  частния случай на (2.2.7) при  q = 0 ,  т.е.  задачата 





∈=−+−−∆
∈≠=′−−

.,0)()](.)([

,,0])(.)([

21

1

Nkhvyhycy

Nkthtycty

kkk

k

τττ
τ

              (2.2.13) 

ТЕОРЕМА 2.2.6.    Съществува финално положително решение на  (2.2.13)  във форма 
на импулсен  линеал, тогава и само тогава когато уравнението  

0)1()1( =+−−− − vAAcAA LKK                                    (2.2.14) 

притежава положителен реален корен  A. 

 
В параграф 2.3. са установени критерии за осцилиране на решенията на  квазилинейни  

ФДНУИ-1 с непостоянни коефициенти. Разгледана е  задачата от клас (L2L-1) с две 
закъснения на аргумента,  от вида 





∈=+−∆
∈≠=+′−
.,0))(())](()([

,,0))(()(]))(()()([

21

21

Nkhyqhycy

Nktthytqthytcty

kkk

k

kk
τττ

τ

ττ
   (2.3.1) 

На основание резултатите от параграф 1.6 и лемите на параграф 2.1. са доказани 
единадесет теореми, по-важните от които са: 
ТЕОРЕМА 2.3.4.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (H2.1.6)  са  в сила и  нека  

1))(()())((inflim
))((

2

))((

2

2121

≥











+ ∑∫

≤≤∞→
tthh

k

t

thh
t

k

k
hcqdstqthc

τ
τ τ . Тогава, всички решения на (2.3.1) са 

осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 2.3.6.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (H2.1.6)  са  в сила. Нека са 

изпълнени и зависимостите: 

(1)  NkqqSSJts
thq

tq
thctSs kk kk

∈==∈≥=>∃ ),(,)(,,
))((

)(
))(()(:0 0

1
20 ττ ττ ; 

(2)  Jttthth ∈<≤ ,)()( 12 ; 

(3)  0
)(

)(

1)(inflim
1

1

1
1

sqduuq
tht

th

t
t

k

k
+≥












+ ∑∫

−

−

≤≤
∞→

τ
τ . 

Тогава  всички решения на (2.3.1) са осцилиращи. 
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ТЕОРЕМА 2.3.7.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (H2.1.6) са  в сила. Нека са 

изпълнени и зависимостите: 

(1) NkqqSSJttSs
thq

tq
thctSs kk kk

∈<==∈≥′≤=<∃ ,1)(,)(,,0)(,
))((

)(
))(()(:1 0

1
20 ττ ττ ; 

(2)   Jttthth ∈<≤ ,)()( 12 ; 

(3)   ∫∏
−−

−∞→
≤≤∞→ −

<−
t

thh
t

tthht
du

uhhS

uq
q

e
k

k

))(( 2
1

1))((
2

1
12

1
1

)))(((1

)(
inflim)1(suplim

1

τ
τ . 

Тогава  всички решения на (2.3.1) са осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 2.3.10. Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (Н2.1.7) са в сила  и  : 

(1)    )()( 21 thth <  ; 

(2)    
e

ds
shhc

sq

hhc

q thh

tthht k
t

k

k
1

)))(((

)(

)))((((
1inflim

))((

2
1

1))(( 2
1

1

2
1

1

2
1

1

>






















+ ∫∏

−

−
−

≤≤
−∞→

τ

τ

τ
. 

Тогава   всички решения на (2.3.1) са осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 2.3.11.  Нека хипотезите (Аh1) , (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (Н2.1.7) са в сила   

и  са  изпълнени следните зависимости : 
(1)   )()( 12 thth <  ; 

(2)   ;
))((

))((,,
))((

)(
))(()(:0

1
200

1
20

k
k hq

q
hcSttS

thq

tq
thctSS k

k τ
τ τ

τ =≥≥=>∃  

(3)   .1)(suplim 0
)(

)(

1
1

1
1

Sqdssq
tht

th

tt
k

k
+≤












+ ∑∫

−

−

≤≤∞→ τ
τ  

Тогава   всички решения на (2.3.1) са осцилиращи. 
 
Установени са критерии за осцилиране на решенията на квазилинейни  ФДНУИ-1 от 

клас (L2L-1), имащи смесени по знак коефициенти, като е разгледано  уравнението 





∈=+−∆
∈≠=−+′−

.,0))(())](()([

,,0))(()())(()(]))(()()([

11

211

Nkhyphycy

Nktthytqthytpthytcty

kkk

k

kk
τττ

τ

ττ
          (2.3.30) 

Доказани са следните по-важни теореми: 
ТЕОРЕМА 2.3.12.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.3) и (Н2.1.8)-(H2.1.9)  са в сила   

и        ( ) 1)(())((()(inflim
)()(

1
1

21
1

2

11

≥











+







 ′− ∑∫
≤≤

−−

∞→
tth

t

th
t

k

k
pdsshhshhqsp

τ
τ . 

Тогава,   всички решения на (2.3.30) са осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 2.3.13.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.3) ) и (Н2.1.8)-(H2.1.9)  са в 

сила   и  са  изпълнени следните зависимости : 
(1)   1<

k
pτ  ; 

(2)   ( )∫∏ 






 ′−<− −−

∞→
≤≤∞→

t

th
t

ttht
dsshhshhqspp

e
k

k

)(

1
1

21
1

2
)(

11

)(())((()(inflim)1(suplim
1

τ
τ . 

Тогава,   всички решения на (2.3.30) са осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 2.3.14.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.3) ) и (Н2.1.8)-(H2.1.9)  са в 

сила   и  са  изпълнени следните зависимости : 
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(1)   1<
k

pτ  ; 

(2)   

( )
.1

1

)(())((()(

inflim
)(

)(

1
1

21
1

2
1

1

1
1

≥

























−








 ′−+∑ ∫
−

−

<≤

−−

∈
k

kik

k

k

i

p

dsshhshhqspp
h

h

Nk
τ

τττ

τ

τ
τ

 

Тогава   всички решения на (2.3.30) са осцилиращи. 
 
Обърнато е внимание и на случаи със знакоосцилиращи коефициенти. В Теорема 

2.3.16 е установен критерий за осцилиране на решенията на (2.3.1) при условие, че 
коефициента  q(t)   е знакоосцилираща функция. 

 
ТЕОРЕМА 2.3.16.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.3) и (Н2.1.6) са в сила   и  са  

изпълнени следните зависимости : 
(1)  Съществува  такава редица реални числа  { } ∞→nt  и такова число +∈ Rl , че за 

функцията  q(t)   е изпълнено q(t) > 0  поне в интервалите  { }∞
=+− 1]2,2[ nnn ltlt  ,  където  

lNnltt nn ≤∈−< + σ,,21 ; 

(2) )2,(,
1

)(inflim
)(

,
ltUJJ

e
dssq U

t

t
Jtt U

I=>∫∈∞→
α

, 

  където      [ ] NnltltltUltUltU nnn
n

n ∈+−==
∞

=

,2,2)2,(,)2,(:)2,(
1
U ; 

(3)  Съществува  )1,0(∈c , така че 
2

)1(
)1(suplim0 




 −≤−< ∏
+<≤−∞→ e

cc
q

nkn

k
n ttt στσ

τ . 

Тогава,  задачата  (2.3.1)  притежава само осцилиращи   решения. 

 
Параграф 2.4. е мястото, където се  ползват характеристичните уравнения, получени в 

параграф 2.2., за да се изследват условията за съществуване на осцилиращи  решения на 
квазилинейни  ФДНУИ-1 с постоянни коефициенти. Разгледана е  задачата от клас (L1cL-
1c) с едно постоянно закъснение на аргумента +∈−= Rhhtth 111 ,)(  ,  от вида 





∈=−++−−∆
∈≠=−++′−−

.,0)()()]()([

,,0)()(])()([

11

11

Nkhuysyhcyy

Nkthtpytryhtcyty

kkkk

k

ττττ
τ

   (2.4.1) 

Доказани са няколко теореми, най-важната от които е: 
ТЕОРЕМА 2.4.1.  Задача (2.4.1)  притежава само финално осцилиращи решения y(t) 

във форма на импулсна експонента, тогава и само тогава когато, алгебричното 

уравнение (2.4.2) притежава само реални корени  
scu

spucr

+
−++> )1()(λ ,  при  

0))(( >++ rcpscu  или  само реални корени  
scu

spucr

+
−++< )1()(λ  , при 0))(( <++ rcpscu . 

Пример 2.4.2.  Квазилинейното  ФДНУИ-1 с постоянни коефициенти 













∈=+




 −−∆

≠=−
′






 −−

Nkyyy

ttytyty

kkk

k

,0)(
2

5
)1(

2

1
)(

0)(3)1(
2

1
)(

τττ

τ
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при  Nkkk ∈=−+ ,11 ττ ,  за всяко  00 >≥ τt   удовлетворява  Теорема 2.4.1 (при 0== up ) 
и затова всички негови решения са осцилиращи. Едно такова решение  например е 

),[. 0* .)( tit Aety τλ−=  с 534607.0−≈λ  и пулсиращ коефициент 337.0−≈A (Виж фиг.  2.4.2 ). 
 

 
фиг.  2.4.2      

Отбелязано е, че всички теореми от параграф 2.3. могат да се преформулират и за 
случаите, когато коефициентите на разглежданите уравнения са постоянни. Спецификата 
на функционалната зависимост обаче понякога „скрива” интересен резултат, който може 
да се получи при константна зависимост. Затова са приведени теореми, които не могат да 
се получат като адаптация  на никоя от теоремите на параграф 2.3.. За целта  е разгледана  
задача от вида (2.3.1)  с постоянни коефициенти, т.е. 





∈=+−∆
∈≠=+′−

.,0))(())](()([

,,0))((]))(()([

21

21

Nkhyhcyy

Nktthqythcyty

kkk

k

τνττ
τ

           (2.4.10) 

 
ТЕОРЕМА 2.4.9.  Нека хипотезите (Аh1) , (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (Н2.1.6), (Н2.4.1) и 

(Н2.4.2)  са  в сила   и  са  изпълнени още  следните зависимости : 
(1)   Jttthth ∈<≤ ,)()( 12 ; 

(2)  cdsq
tthh

t

thh
t

k

−≥











+ ∑∫

≤≤
∞→ −−

1inflim
))(())((

1
12

1
12

τ
ν . 

Тогава,  всички решения на (2.3.1)  (т.е. на (2.4.10))   са осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 2.4.10.  Нека хипотезите (Аh1) , (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4),(Н2.1.6), (Н2.4.1) и  

(Н2.4.2)  са  в сила   и  са  изпълнени още  следните зависимости : 
(1)   Jttthth ∈<≤ ,)()( 12 ; 
(2)    ;1<+νc  

(3)  ∫∏
−− −

<








−
−−

∞→
≤≤∞→

t

thh
t

tthht
ds

c

q

c

c

e
k ))(())(( 1

12
1

12
1

inflim
1

1
suplim

1

τ

ν
. 

Тогава,  всички решения на (2.3.1) (т.е. на (2.4.10))   са осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 2.4.11.  Нека хипотезите (Аh1), (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (Н2.1.7), (Н2.4.1) и  

(Н2.4.2)  са  в сила   и  са  изпълнени още  следните зависимости : 
(1)   Jttthth ∈<≤ ,)()( 21 ; 

 (2)  2

)()(

)(

)(
1

1
1

2

1
1

1
2

inflim cdsq
thth

th

th
t

k

≥











+ ∑∫

−−

−

− ≤≤
∞→

τ

ν . 

Тогава,  всички решения на (2.3.1) ) (т.е. на (2.4.10))   са осцилиращи. 
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ТЕОРЕМА 2.4.12. Нека са в сила условията на теорема 2.4.11. Тогава, ако     

e

c
dsq

th

th
t

≤< ∫
−

−
∞→

)(

)(

1
1

1
2

inflim0    и   2

)()( 1
1

1
2

inflim c
thth

t
k

≥∑
−− ≤≤

∞→
τ

ν , то (2.4.10)  има само осцилиращи 

решения. 
 
Забележка. Тази  теорема е директно следствие от теорема 2.4.11, но има принципна 

важност, която се състои в следното. Известно е ([55]), че достатъчно условие за 
осцилиране на решенията на (2.4.10) без импулси и при постоянни закъснения на 

аргументите   ( σ−=−= tthhtth )(,)( 21 )     e      
e

h
c

q 1
)( >−σ .  Но, наличието на импулси 

може да причини или неутрализира осцилациите на решенията, както се твърди в горната 
теоремата. В частност, тя показва, че уравнението (2.4.10), под въздействието на импулси, 

е осцилиращо дори и извън гореспоменатото условие, т.е. и  при 
e

h
c

q 1
)( ≤−σ . 

 
В параграф 2.5. са анализирани условията за осцилиране на решенията на сродни 

задачи ФДНУИ-1, за да се открие връзка между тях. Разгледани са квазилинейни  
ФДНУИ-1 с постоянни коефициенти и по специално задачите от клас (L2cL-1c) с две 
постоянни закъснения на аргумента +∈−= Rhhtth 111 ,)(  , +∈−= Rhhtth 222 ,)( ,  от вида 





∈=−+−++−−∆
∈≠=−+−++′−−

.,0)()()()]()([

,,0)()()(])()([

211

211

Nkhyvhyuyshcyy

Nkthtqyhtpytryhtcyty

kkkkkkkk

k

τττττ
τ

   (2.5.1) 

и 





∈=−+−++−−∆
∈≠=−+−++′−−

.,0)()()()]()([

,,0)()()(])()([

211

211

Nkhyvhyuyshcyy

Nkthtyqhtyptyrhtcyty

kkkkkkkk

k

τττττ
τ

   (2.5.2) 

Целта, която се следва е, да се покаже, че при определени условия, сравнявайки 
коефициентите на такива сродни уравнения, от осцилиране на всички решения на едното, 
следва осцилиране  на всички решения и на другото уравнение. Доказани са теоремите: 

 
ТЕОРЕМА 2.5.1.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (Н2.1.6)  и (Н2.4.2)  са  в 

сила  и са изпълнени зависимостите kkkkkk vvuussqqpprr ≥≥≥≤≤≤ ,,,,, , Nk∈  .   

Тогава, от осцилирането на всички  решения на (2.5.1) следва  осцилиране на всички 
решения и на (2.5.2) . 

 
ТЕОРЕМА 2.5.2.  Нека хипотезите (Аh1),  (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (Н2.1.6) и (Н2.4.2)  са  

в сила   и  са изпълнени следните зависимости: 
(1)   12 hh ≥ ; 

(2) cvhhq
thht

t
k

−≥








+− ∑

≤≤+−∞→
1)(inflim

12

12
τ

; 

(3)  vvqqcc ≤≤<≤ ,,1 . 
 Тогава, от осцилирането на всички  решения на (2.5.1) следва  осцилиране и на всички 

решения на (2.5.2) . 
 
На това място, допълнително са разгледани задачите от отклоняващ се тип с едно 

постоянно закъснение на аргумента  +∈−= Rhhtth 222 ,)( ,  от вида 





∈=−+∆
∈≠=−+′
,,0)()(

,,0)()()(

2

2

Nkhzqz

Nkthtztqtz

kk

k

k
ττ

τ

τ
   (2.5.6) 
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и 





∈≤−+∆
∈≠≤−+′
,,0)()(

,,0)()()(

2

2

Nkhzqz

Nkthtztqtz

kk

k

k
ττ

τ

τ
   (2.5.7) 

за да се  обобщи  Лема 2.6.4 [55] над пространството )(JPAC n
τ , а именно: 

 
ЛЕМА 2.5.1. .  Нека хипотезите (Н)  и (Н1.6.2)  са  в сила. Нека още са изпълнени 

зависимостите 0,0)()( >≥>≥
kk

qqtqtq ττ . Тогава, ако )(tψ  е финално положително 

решение на (2.5.7), то  съществува финално положително решение )(tϕ  на (2.5.6) , за 
което )()( tt ψϕ ≤  . 

 
С помощта на това обобщение е разгледаме задачата с непостоянни коефициенти от 

клас (L2cL-1) с две постоянни закъснения на аргумента +∈−= Rhhtth 111 ,)( , 
+∈−= Rhhtth 222 ,)(  от   вида   (2.3.1),  т.е.  





∈=−+−−∆
∈≠=−+′−−
Nkhyqhycy

Nkthtytqhtytcty

kkkk

k

k
,0)()]()()([

,,0)()(])()()([

21

21

ττττ
τ

τ
           (2.5.11) 

и е доказана следната важна теорема: 
ТЕОРЕМА 2.5.3.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (Н2.1.6)  са  в сила  и 

0,0)()( >≥>≥
kk

qqtqtq ττ .   Тогава, от осцилирането на всички  решения на (2.5.6)  

следва  осцилиране на всички решения и на (2.5.11) . 
 
В параграф 2.6. е разгледан въпросът, дали този резултатите от параграф 2.3. се 

запазват и в специалния случай, когато 1=c . Затова е разгледана задачата  от вида (2.2.7) 





∈=−+−−∆
∈≠=−+′−−
,,0)()]()([

,,0)()(])()([

Nkyhyy

Nkttytqhtyty

kkk

k

στνττ
τσ

    (2.6.*) 

както и съответната и задача с нехомогенно уравнение имащо дясна част   f(t) . 

    




∈=−+−−∆
∈≠=−+′−−

,,0)()]()([

,,)()()(])()([

Nkyhyy

Nkttftytqhtyty

kkk

k

στνττ
τσ

            (2.6.**) 

където за удобство сме приели σ== 21 , hhh , 0,, >νσh , 1=c . Въведени са  условията: 

∞=∫
∞

0

)(
t

dssq ,       (2.6.1) 

∫
∞

∞<
0

)( dttf .       (2.6.2) 

ТЕОРЕМА 2.6.1. Ако (2.6.1) е в сила, то всички решения на  задача (2.6.*)  са 
осцилиращи. 

Изследвано е  и асимптотичното поведение на финално положителните решения на 
(2.6.**). Доказана е следната теорема. 

ТЕОРЕМА  2.6.2.  Ако  y(t) е финално положително решение на  (2.6.**), при условие 
че са в сила зависимостите (2.6.1) и  (2.6.2),  то : 

(a) функцията )()()( htytytz −−=  е финално отрицателна, т.е. 0)( <tz     за 

достатъчно големи  t  и  е изпълнено    ;0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
ztz

k

τ
τ

 

(b) .0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
yty

k

τ
τ
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Глава трета  подлага на изследване нелинейните ФДНУИ от първи ред. Разгледани са  

критерии за осцилиране на решенията им и асимптотичното поведение на 
неосцилиращите им решения, Разработен е метод на линеаризацията. 
Разгледани са  нелинейните  ФДНУИ-1  от клас (N2L-1)   от вида 





∈=+−∆
∈≠=+′−

.,0)))(()),((),(())](()([

,,0)))(()),((),(()(]))(()()([

211

211

NkhyhyyIqhycy

Nktthythytyftqthytcty

kkkkk

k

kk
τττεττ

τε

ττ
     (3.1.1)  

Въведени са  следните условия: 

(Н3.1.1)  ),0,0,0(),,(,0),,(,),( 321321 ≠>××∈ uuuuuufuRJJJCf i  

;3,2,1,
),,(

1:,0),,( 321
321 =≤≤∈∃>′ + iC

u

uuuf
RCuuuf f

i
fui

 

(H3.1.2)  ),0,0,0(),,(,0),,(,),( 321321 ≠>××∈ uuuuuuIuRJJJCI i  

  .3,2,1,
),,(

1: 321 =≤≤∈∃ + iC
u

uuuI
RC I

i
I  

В параграф 3.1. е изследвано асимптотичното поведение на финалните неосцилиращи 
решения  на нелинейни  ФДНУИ-1 от вида (3.1.1), чрез функцията )(tz , дефинирана в 
(2.*),  в случаите, когато тя е конструирана от неосцилиращи  решения на (3.1.1). Основен 
резултат за поведението на помощната функция дава следната лема: 
ЛЕМА 3.1.1.  Нека  хипотезите (Н) и (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H3.1.1), (H3.1.2) са  в сила  и  

y(t) е финално положително решение на   задачата (3.1.1) при 1+=ε .  Тогава,  
функцията )(tz , дефинирана в (2.*),   е   намаляваща  и : 

(1)  Ако е в  сила  (H2.1.5) ,  то )(tz  е финално положителна     и 

;0)(lim,0,)(lim =∆+∞<≤=
+∞→+∞→ k

t
zLLtz

k

τ
τ

 

(2) Ако е в сила  (H2.1.6) , то )(tz  е финално положителна     и 

;0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
ztz

k

τ
τ

 

(3)  Ако е в сила (H2.1.7),  то )(tz  е финално отрицателна и       −∞=
+∞→

)(lim tz
t

. 

Въз основа на тази лема и в зависимост от валидността на коя да е от хипотезите 
(2.1.5), (2.1.6) или (2.1.7) е изследвано асимптотичното поведение на финалните 
неосцилиращи решения  на нелинейни  ФДНУИ-1 от вида (3.1.1) в следните теореми: 
ТЕОРЕМА 3.1.1.  Нека  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (H2.1.5) са  в сила  и  y(t) е 

финално неосцилиращо решение на  задачата (3.1.1) при 1+=ε . Тогава:   

(1) )(ty  е финално ограничена функция,  т.е. 

 +∞<≤<
+∞→+∞→

)(suplim)(inflim0 tyty
tt

       и         NkLyLRLL k ∈≤∆≤∈∃ + ,)(:, 2121 τ . 

(2)  Ако са в сила (H3.1.1) и (H3.1.2),  а 0)(lim =
+∞→

tc
t

, то  

0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
yty

k

τ
τ

 . 

(3)  Ако са в сила (H3.1.1) и (H3.1.2), а −∞=
+∞→

)(lim tc
t

, то  

0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
yty

k

τ
τ

 . 
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ТЕОРЕМА 3.1.2.  Нека  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (H2.1.6) са  в сила  и  y(t) е 
финално неосцилиращо решение на задачата (3.1.1)  при 1+=ε . Тогава:   

(1) )(ty  е финално ограничена функция,  т.е. 

 +∞<≤<
+∞→+∞→

)(suplim)(inflim0 tyty
tt

        и         NkLyLRLL k ∈≤∆≤∈∃ + ,)(:, 2121 τ ; 

(2)  Ако 00)(lim cctc
t

≤=
+∞→

,    то        0)(lim,0)(lim =∆≥
+∞→+∞→ k

t
yty

k

τ
τ

; 

(3)   Ако са в  сила  (H3.1.1)   и   (H3.1.2) ,  то   0)(inflim =
+∞→

ty
t

 ; 

(4)  Ако са в сила  (H3.1.1)  и (H3.1.2),  а  00)(lim cctc
t

≤=
+∞→

,  то 

0)(lim,0)(lim =∆=
+∞→+∞→ k

t
yty

k

τ
τ

. 

 

ТЕОРЕМА 3.1.3.  Нека  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4) и (H2.1.7) са  в сила  и  y(t) е 
финално неосцилиращо решение на задачата (3.1.1)  при 1+=ε . Тогава, ако    

11 )(:1 CtcC ≤>∃ ,   то      +∞=
+∞→

)(suplim ty
t

. 

 
В параграф 3.2. е изследвана задачата от клас (N2L-1) - нелинейни  функционално-

диференциални, с две отклонения на аргумента, от неутрален тип в линейна форма, 
уравнения от първи ред с импулси  (ФДНУИ-1) и непостоянни коефициенти от вида 
(3.1.1). Доказани са следните теореми: 
ТЕОРЕМА 3.2.1.  Нека в сила са  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H3.1.1), (H3.1.2), 

както и (H2.1.5) или (H2.1.6),  при 1+=ε . Ако, за дефинираната в (1.6.35) функция  

)(
~

tI Q , във връзка с (1.6.32), (1.6.33) и (1.6.34), при )(:))(( 21 tthh α=    е изпълнено 

[ ] { }]),((max,
)1(

)(
~

inflim
)),([ 0

ttiM
e

C
tI

tt

M
I

Q
t

α
α +∞∈∞→

=+≥ , 

то  (3.1.1)  притежава само  финално осцилиращи  решения. 
 
ТЕОРЕМА 3.2.2.  Нека в сила са  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H2.1.7),  (H3.1.1), 

(H3.1.2), при 1+=ε . Ако,    121 ,)()( ttthth ≥≤    и освен това 

1
)))((()))(((

)(
inflim

))(( 2
1

1

))((

2
1

1 21

21

≥











+ ∑∫

≤≤
−−∞→

thht k

thh

t
t

k

k

hhc

q
ds

shhc

sq

τ

τ

τ
, 

то  (3.1.1)  притежава само  финално осцилиращи  решения. 
ТЕОРЕМА 3.2.3.  Нека в сила са  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H2.1.7),  (H3.1.1), 

(H3.1.2), при 1+=ε .  Ако,    121 ,)()( ttthth ≥≤    и освен това 

e
ds

shhc

sq

hhc

q thh

tthht k
t

k

k
1

)))(((

)(
)

)))(((
1(inflim

))((

2
1

1))(( 2
1

1

21

21

>











+ ∫∏ −

≤≤
−∞→ τ

τ

τ
, 

то  (3.1.1)  притежава само  финално осцилиращи  решения. 
 
 
В параграф 3.3.  е развита идеята за линеаризационнен подход при изследване  

нелинейните  ФДНУИ-1 с непостоянни коефициенти от клас (N2L-1).  Разгледана е задача 
от вида  





∈=+−∆
∈≠=+′−

.,0)))((())](()([

,,0)))((()(])))((()()([

21

21

NkhyIqhycy

Nktthyftqthygtcty

kkk

k

kk
τεττ

τε

ττ
           (3.3.1)  
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Въведени са следните условия: 

(Н3.3.1) ;1
)(

lim;1
)(

lim;,)(lim;,)(lim
00

==∈=∈=
→→∞→∞→ u

uI

u

uf
RqqtqRcctc

uutt

 

(Н3.3.2)  .1
)(

lim,0)(;0,1
)(

,0)(
0

=≥′≠≤>
→ v

vg
vgv

v

vg
vvg

v
 

 
Дадена е следната дефиниция: 
Дефиниция 3.3.1.  Линеаризационен модел на  уравнението  (3.3.1), във връзка с 

хипотезата  (Н3.3.1),   наричаме  уравнението (2.2.7). 
 
Основен резултат е получен в  следната теорема: 
ТЕОРЕМА 3.3.1 Нека хипотезите (Аh1) , (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (Н2.1.6), (H3.1.1), 

(H3.1.2), (Н3.3.1) и  (Н3.3.2) са  в сила, при 1+=ε . Ако  са  изпълнени още  следните 
зависимости : 

(1)   112 ,)()( ttthth ≥≤ ; 

(2)  ( ) )1,0(,11inflim
))(())((

1
12

1
12

∈∀−+≥











+ ∑∫

≤≤
∞→ −−

εε
τ

τ cqdsq
tthh

t

thh
t

k

k
, 

то всички  решения  на (3.3.1) са осцилиращи.   
 

В Глава четвърта са изучени осцилационните свойства на ФДНУИ от втори ред и 
са построени характеристични уравнения за някои видове квазилинейни ФДНУИ.  
Изследвано е  асимптотичното поведение на финалните неосцилиращи решения  на 
квазилинейни  ФДНУИ-2 с непостоянни коефициенти от клас (L2L-2 ) и са установени 
някои критерии за осцилиране на решенията на такива уравнения. Разгледана е  задачата 
с две закъснения на аргумента,  от вида 









∈=−∆

∈=+′−′∆
∈≠=+′′−

.,))(())](()([

.,0))(())](()([
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NkhyQhycy

Nkhyqhycy

Nktthytqthytcty
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k
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kk

τεττ
τεττ

τε

ττ

ττ    (4.1.1) 

Въведено е  следното допълнително условие: 

 (H4.1.1)   .,0 +∞<∈ ∑+

к
kk

QRQ ττ  

В параграф 4.1. е изследвано асимптотичното поведение на функцията )(tz , 
дефинирана в (2.*),  в случаите, когато  е конструирана от неосцилиращи  решения на 
(4.1.1). В зависимост от валидността на хипотезите (2.1.5), (2.1.6) или (2.1.7) са доказани 
характерните за тези уравнения леми: 
ЛЕМА 4.1.1.  Нека  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.3), (H2.1.5) и (H4.1.1)   са  в сила, 

1+=ε   и y(t) е финално положително решение на   задачата (4.1.1).  Тогава, )(tz , 
дефинирана в (2), е финално положителна  растяща  функция с нестроги „ скокове-
нагоре”  и намаляваща неотрицателна първа производна.  

ЛЕМА 4.1.2.  Нека са  в сила хипотезите (Н) и (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H4.1.1), (H2.1.6) или 
(H2.1.7),  където 0: CCC >∃ . Нека още 1+=ε  и y(t) е финално положително решение на   

задачата (4.1.1).  Тогава,  )(tz , дефинирана в (2.*), е финално отрицателна   растяща  
функция с нестроги „ скокове-нагоре”, с намаляваща положителна първа производна. 
Нещо повече, 

.0)(lim,0)(lim,0)(,0)(lim,0)(lim,0)( =′∆=′>′=∆=<
+∞→+∞→+∞→+∞→ k

t
k

t
ztztzztztz

kk

ττ
ττ
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В параграф 4.2. са установени   условия за съществуване на осцилиращи и  
неосцилиращи (финално положителни или финално отрицателни) решения на 
квазилинейни  ФДНУИ-2 с постоянни коефициенти, от клас (LL-2c). Разгледана е  
задачата от клас (L2cL-2c) с едно постоянно отклонение на аргумента 

+∈−= Rhhtth 111 ,)(  ,  от вида 
 

( )









∈=−++−−∆

∈=−′+′+


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kkkk

kkkk

k
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ττττ

τ

 (4.2.1) 

 
Основен резултат ни дава следната теорема: 
ТЕОРЕМА 4.2.1.  Задача (4.2.1)  притежава решение  y(t) във форма на импулсна 

експонента тогава и само тогава когато система уравнения 

( ) ( )
( )





=−+−

=−+−+−

,0)()(

0
1

1

0101

01
2

01
2

hL

hL

euuAss

eppcArr
λ

λ

λ
λλλλ

          (4.2.2) 

притежава реални корени  RA∈,λ  . 
 
Въз основа на  теорема 4.2.1 са формулирани следните две теореми:  
ТЕОРЕМА 4.2.2.  Задача (4.2.1)  притежава финално положително решение  y(t) във 

форма на импулсна експонента тогава и само тогава когато трансцедентната  
система  (4.2.2)  притежава  реални корени  RA∈,λ  , вторият от които е 
положителен, т.е.  0>A . 

 
ТЕОРЕМА 4.2.3.  Задача (4.2.1)  притежава финално осцилиращо решение  y(t) във 

форма на импулсна експонента тогава и само тогава когато трансцедентната  
система  (4.2.2)  притежава  реални корени  RA∈,λ  , вторият от които е 
отрицателен, т.е.  0<A . 

 
Представени са и експлицитни условия за съществуване на осцилиращи и  

неосцилиращи решения на квазилинейни  ФДНУИ-2, свързани с техните коефициенти. 
 
ТЕОРЕМА 4.2.4. Задача (4.2.1)  притежава финално положително решение: 

(a) във форма на импулсен линеал  тогава и само тогава когато е изпълнено  
;000 <pr  

(b) във форма на импулсна експонента  тогава и само тогава когато  
0)()( 0110 >−− ssuu , 

( ) ))()())(((4)()( 0101000110
2

101011 sspuursscuuuurssp −−−−+−≥−−− . 
 
ТЕОРЕМА 4.2.5. Задача (4.2.1)  притежава финално осцилиращо  решение: 

(a) във форма на импулсен линеал  тогава и само тогава когато е изпълнено  
;000 >pr  

(b) във форма на импулсна експонента  тогава и само тогава когато  
0)()( 0110 <−− ssuu , 

( ) ))()())(((4)()( 0101000110
2

101011 sspuursscuuuurssp −−−−+−≤−−− . 
 
Разгледана е и задача от клас (L2cL-2c) с две постоянни закъснения на аргумента    

+∈−=−= Rhhhtthhtth 212211 ,,)(,)(  ,  от вида 
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
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Основният резултат тук се предоставя от следната теорема: 
ТЕОРЕМА 4.2.6.  Задача (4.2.5)  притежава решение  y(t) във форма на импулсна 

експонента тогава и само тогава когато трансцедентното   уравнение 

.0
21

2

2

=+−
−

−
−

h
v

Q
lK

h
v

Q
K e

Q

qv
AceA           (4.2.6) 

притежава реален корен  RA∈  . 
 
Въз основа на Теорема 4.2.6 са установени са следните резултати за съществуване на 

осцилиращи и  неосцилиращи решения на квазилинейни  ФДНУИ-2 : 
ТЕОРЕМА 4.2.7.  Задача (4.2.5)  притежава финално положително решение y(t) във 

форма на импулсна експонента тогава и само тогава когато уравнението  (4.2.6)  

притежава реален корен 0>A ,  при 
v

Q−=λ . 

 
ТЕОРЕМА 4.2.8.  Задача (4.2.5)  притежава финално осцилиращо решение y(t) във 

форма на импулсна експонента тогава и само тогава когато уравнението  (4.2.6)  

притежава реален корен 0<A ,  при 
v

Q−=λ . 

 
В параграф 4.3. са установени критерии за осцилиране на решенията на квазилинейни  

ФДНУИ-2 с непостоянни коефициенти,от клас (L2L-2). Разгледана е  задачата от клас 
(L2L-2) с две закъснения на аргумента,  от вида 
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Доказана са следните теореми: 
ТЕОРЕМА 4.3.1.  Нека хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.3), (H4.1.1), (H2.1.5) са в сила и 

1)(0 −>> tc . Ако  ( ) ( ) ∞=+++∑ ∫
<≤ tt

t

t

k
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0 0

))((1)())((1 22 , то всички решения на 

(4.3.1)  са  осцилиращи. 
 
ТЕОРЕМА 4.3.2.  Нека са в сила  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H4.1.1), (H2.1.6)  

или (H2.1.7),  където )(: tcCC >∃ .  Нека е изпълнено още и : 
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Тогава,  всички решения на (4.3.1)  са  осцилиращи. 
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ТЕОРЕМА 4.3.3.  Ако са в сила  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H4.1.1), (H2.1.6) )  
или (H2.1.7),  където  )(: tcCC >∃ ,  то всяко неограничено  решение на (4.3.1)  е  
осцилиращо. 

 
ТЕОРЕМА 4.3.4. Нека са в сила  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H4.1.1), (H2.1.6)  

или (H2.1.7),  където )(: tcCC >∃ .  Нека е изпълнено още  )()( 12 thth <  и : 
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Тогава,  всички  ограничени  решения на (4.3.1)  са  осцилиращи. 
 
Комбиниране на последните две теореми ни води до следния резултат : 
ТЕОРЕМА 4.3.5. Нека са в сила  хипотезите (Н), (Н2.1.1)-(H2.1.4), (H4.1.1), (H2.1.6)  

или (H2.1.7),  като  )(: tcCC >∃ .  Нека е изпълнено още  )()( 12 thth <    и : 
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Тогава,  всички  решения на (4.3.1)  са  осцилиращи. 
 

Като се изключи Параграф 1.2., който припомня някои известни в литературата 

резултати,  всички останали параграфи от Първа  до Четвърта глави представят 

оригиналните  научни резултати на автора по темата на дисертационния труд. 

Част от резултатите, получени в този труд са докладвани на международните 

конференции „Applications of Mathematics in Engeneering and Economics”, Созопол –2002г. 

[52] и 2008г. [47], на първата международната конференция “Applications of Mathematics 

in Technical and Natural Sciences” [48], а други са публикувани в национални -  [46], [53] 

или международни математически списания - [49] и [64]. 
 

 
ИЗВОДИ 
 
Изучаването на асимптотичното поведение на неосцилиращите решения на 

функционално-диференциални от неутрален тип уравнения с импулси (ФДНУИ) от първи 
и втори ред и  осцилационните свойства на такива уравнения показва, че те представляват 
сложен и многообразен обект за изследване. Получаването на резултатни и ефективни 
критерии за осцилиране на решенията е трудоемко, но възможно, благодарение на добро 
познаване на тяхната природа и структура и на осъзнаване на органическата им връзка 
със обекти от сродни на тях класове диференциални уравнения. Възможностите за  
приложението на тези резултати  в областта на динамичните системи от много области на 
познанието е необятно и предоставя на изследователя широко поле за творческа изява. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 
Настоящият дисертационен труд е посветен на изучаване на осцилационните свойства 

на решенията на Функционално-Диференциални от Неутрален тип Уравнения с Импулси 
(ФДНУИ),  изследване на условията за съществуване на осцилиращи и неосцилиращи 
решения, получаване на критерии за осцилиране на всички решения, както и анализиране 
на асимптотичното поведение на неосцилиращите решения за такива уравнения. 
Въведена е единна класификация за Функционално-Диференциални от Неутрален тип 
Уравнения с Импулси (ФДНУИ) с линейни и нелинейни компоненти. На основата на тази 
класификация са направени изследвания в следните класове диференциални уравнения, 
като са получени следните по-важни резултати : 

I.  Kвазилинейни ФДНУИ от първи ред: 
• Въведено е понятието „пулсираща експонента”; 

• Дефинирано е пространството )(JPAC n
τ  от по-части непрекъснатите функции; 

• Получени са резултати за  съществуване, единственост и продължимост на 
решенията и са намерени условия за експоненциална ограниченост, устойчивост и 
непрекъсната зависимост от начални данни на тези решения при постоянни 
отклонения на аргумента. 

• Получени са необходими и достатъчни условия за съществуване на неосцилиращи 
решения  на квазилинейни ФДНУИ от първи ред с постоянни коефициенти.  

• Изследвано е асимптотичното поведение на неосцилиращите решения на 
квазилинейни ФДНУИ от първи ред.  

• Установени са критерии за осцилиране на всички решения на квазилинейни 
ФДНУИ от първи ред с постоянни и непостоянни коефициенти.  

• Реализиран е метод на сравнителен анализ на осцилиращото (или 
неосцилиращото) поведение на решенията на квазилинейните ФДНУИ от първи 
ред. 

II. Нелинейни ФДНУИ от първи ред: 
• Изследвано е асимптотичното поведение на неосцилиращите решения на 

нелинейни ФДНУИ от първи ред.  
• Установени са критерии за осцилиране на всички решения на нелинейни ФДНУИ 

от първи ред.  
• Реализиран е метод на линеаризацията, чрез който изследването на 

осцилационните свойства на нелинейни ФДНУИ от първи ред се свежда до 
изучаване на осцилационните свойства на квазилинейни ФДНУИ от първи ред. 

III. K вазилинейни ФДНУИ от втори ред: 
• Изследвано е асимптотичното поведение на неосцилиращите решения на 

квазилинейни ФДНУИ от втори ред. 
• Получени са необходими и достатъчни условия за съществуване на неосцилиращи 

решения  на квазилинейни ФДНУИ от втори ред с постоянни коефициенти. 
• Получени са необходими и достатъчни условия за съществуване на осцилиращи 

решения  на квазилинейни ФДНУИ от втори ред с постоянни коефициенти. 
• Установени са критерии за осцилиране на всички решения на квазилинейни 

ФДНУИ от втори ред с  непостоянни коефициенти. 
 
Получените научни резултати могат да се прилагат за решаване на редица задачи, 

моделиращи  реални процеси и явления, зависещи от своята предистория и подложени на 
импулсни въздействия във фиксирани моменти от времето. В тази връзка, можем да 
споменем разгледаните примери в увода.  
Да припомним, че в ПРИМЕР 1 от увода е  разгледан биологичен вид (напр. бактерии) 

с численост )(tx  в момента време t , който се размножава  в постоянна (хранителна) 
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среда, затворена относно емиграцията и миграцията му.  Отбелязано е, че са възможни 
изменения в числеността, в резултат на импулсни въздействия (импулси), реализирани в 
определени моменти от време   Nkk ∈,τ . Функционално-Диференциалното от 
Неутрален тип Уравнение без импулси, което моделира популационната  динамика на 
разглеждания биологичен вид има вида 

.,
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Ако се  направи „смяна на променливата”, чрез формулата  

K

tx
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се вижда  лесно ([70]), че уравнението  (P1.1)  се трансформира до уравнението 
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с което, от  последното уравнение  се получава уравнението 

0,,0)()(])()()([ ttttytqhtytcty k ≥≠=−+′−− τσ .    

При предположение, че популацията изпитва чести „смущения в своята численост”, което 
може да се моделира с импулсни неутрални условия, то от последното уравнение се 
получава Функционално-Диференциалното от Неутрален тип Уравнение с  Импулси от 
първи ред 
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което моделира популационната динамика на разглеждания биологичен вид. Това 
уравнение  е конкретен представител на типа квазилинейни  ФДНУИ от първи ред с 
непостоянни коефициенти,  от клас (L2L-1) с две закъснения на аргумента, от вида  
(2.3.1), които са разгледани в Глава Втора, параграф 2.3. Ако коефициентите  )(),( tqtc  са 
константни, то се получават квазилинейни  ФДНУИ от първи ред с постоянни 
коефициенти,  от клас (L2L-1) с две закъснения на аргумента, от вида  (2.4.10). Да 
отбележим, че за такива уравнения могат да се прилагат резултатите за осцилиране на 
решенията от Глава  Втора, параграф 2.2 или параграф 2.4.  
Друг пример, при който могат да се прилагат резултати от дисертационния труд е 

ПРИМЕР 3 от увода.   В него  е разгледана техника за тестване на реактивността на 
сложна  инженерна система   при условия на земетръсна активност. Системата  
представлява  авто-параметрично махало, закачено за масов-пружинен-успокоител 
(МПУ). В тази система на махалото е отредено да бъде реална физическа структура, 
провесено вертикално и поставена да  се люлее в лабораторни условия, докато самият  
МПУ не е реален, а се симулира от числово-програмна схема. Разбира се, числовата и 
физичната подструктури са  свързани посредством задвижващо устройство - 
електрически задвижван активатор (напр. VCA). (виж  фиг. 2 на стр. 8 от увода). Понеже 
задвижващото устройство произвежда закъснение, обратно индуцираната сила по 
веригата също  закъснява. Разсъжденията в тази посока, без да повтаряме казаното в 
увода, ни водят до следното Функционално-Диференциално от Неутрален тип Уравнение 
без  импулси от втори ред 
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0)()()()( =−+++ htymtKytyCtyM p &&&&& ,     (P3.1) 

моделиращо динамиката на системата махало-успокоител (демпфер). От гледна точка на 
теорията на управлението, на Масовия Пружинен Успокоител, може да се помогне да 
„поеме” ударите на земетръсната активност, с което да се осигури стабилност на 
аташиран към него физически обект (да кажем жилищна сграда). Помощта може да се 
изразява в целево въздействие, чрез специални механизми, върху положението на МПУ с 
дозирани сила и посока. Това от своя страна може да се моделира с импулсни неутрални 
условия . Така, (P3.1) придружено от импулсни условия от неутрален характер, ни води 
до Функционално-Диференциалното от Неутрален тип Уравнение с  Импулси от втори  
ред от вида 
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   (4.2.1) 

което моделира динамиката на системата махало-успокоител. Това уравнение е конкретен 
представител на типа квазилинейни  ФДНУИ от втори ред с постоянни коефициенти,  от 
клас (L1L-2) с едно закъснение на аргумента, от вида  (4.2.1), които са  разгледани в Глава 
Четвърта, параграф 4.2. За такива уравнения могат да се прилагат резултатите за 
осцилиране на решенията от Глава  Четвърта, параграф 4.3.  
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